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Resum
Les configuracions singulars dels robots so´n situacions complicades de predir i de localitzar
de manera anticipada i, en general, associades a un mal comportament, tot i que tambe´
s’aprofita el factor d’amplificacio´ que provoquen a l’extrem mo`bil en alguns casos per a
facilitar el moviment. Aquestes singularitats es donen quan no hi ha una corresponde`ncia
un´ıvoca entre les restriccions de moviment sobre l’extrem mo`bil i les restriccions que s’estan
imposant sobre les diferents cadenes cinema`tiques que permeten moure aquest extrem, que
es tradueix en que el robot guanya o perd graus de llibertat. Al ser dif´ıcils de predir o de
saber a on es troben aquestes singularitats, resulta molt u´til tenir una eina que doni una
nocio´ de proximitat d’un manipulador a una configuracio´ singular. Molts ı´ndexos que ja
existeixen i que s’usen en aquest camp no resolen totalment el problema perque`, apart de
ser ı´ndexos locals que nome´s serveixen per a casos concrets de manipuladors o poses, so´n
subjectes a canvis de normes i a les unitats escollides, de manera que no donen una nocio´
real de proximitat, a me´s de no tenir cap interpretacio´ f´ısica. En aquest projecte es presenten
dos ı´ndexos vectorials que poden tenir utilitat per a mesurar aquesta proximitat: l’angle
amb el pla singular i la dista`ncia a la recta polar. Es tracta de dos nous ı´ndexos vectorials
globals que, per tenir una interpretacio´ clara en l’espai ambient del robot permeten comparar
dues posicions de dos manipuladors diferents en termes de proximitat a les singularitats. A
me´s de presentar aquests dos ı´ndexos vectorials i d’estudiar les seves propietats s’avalua,
obtenint resultats molt positius, la seva utilitat per a mesurar proximitat a les singularitats
en termes de l’esta`tica, e´s a dir de comparar dues posicions o dos camins sense tenir en
compte les velocitats que hi intervenen. Aquesta avaluacio´ s’il·lustra amb quatre simulacions
representatives de diferents manipuladors espec´ıficament dissenyades per aquest ana`lisi, en
les que, o be´ es deforma l’arquitectura dels manipuladors, o be´ es realitza un moviment.
Finalment es dissenya l’estudi posterior per avaluar la cinema`tica i s’exploren altres camps
d’aplicacio´ per a aquests dos ı´ndexos.
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Glossari
S’introdueix part de la notacio´ per a facilitar l’enteniment.
Pn Espai projectiu n-dimensional.
X˙ Derivada de la variable X respecte el temps.
× Producte vectorial cla`ssic.
p Coordenades del punt p.
|S| Determinant de la matriu S.
qT Transposta de la matriu q.
· Operacio´ de producte escalar amb la matriu de la me`trica igual a la identitat.
p(l) Coordenades de Plu¨cker de la recta l.
J Matriu Jacobiana.
G Grassmanniana.
αi(K) angle amb el pla singular de l’actuador i per a la configuracio´ K.
δi(K) dista`ncia a la recta polar de l’actuador i per a la configuracio´ K.
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Cap´ıtol 1
Introduccio´
Un dels problemes centrals en robo`tica e´s determinar les configuracions singulars dels robots,
ja que en el seu entorn es perd el control d’aquests. A prop d’una singularitat es poden pro-
duir forces molt grans a les juntes dels robots que poden ocasionar que s’espatllin. Per aquest
motiu es tendeix a evitar les singularitats; tot i aixo`, hi ha situacions en que la seva proximitat
pot ser molt u´til per a aprofitar el factor d’amplificacio´ a l’extrem mo`vil a partir de lleugeres
modificacions en els actuadors, com e´s el cas de robots paral·lels usats com a sensors (com
ara en pro`tesis de genoll per a avaluar el seu rendiment) o com aparells de posicionament de
precisio´ (d’utilitat en cirurgia ortope`dica, per exemple). En els robots industrials, les configu-
racions singulars so´n ben conegudes perque` es tracta de robots d’arquitectures simplificades
amb juntes coincidents, que els fan dif´ıcils de construir.
En aquest projecte s’estudiaran les configuracions singulars dels manipuladors paral·lels.
Amb aquesta finalitat, els objectius del projecte passaran per presentar, des del punt de vista
algebraic, propietats geome`triques de les Grassmannianes que ajudin a entendre i caracterit-
zar les configuracions singulars, en particular s’estudiaran els complexos lineals. L’objectiu
final del projecte sera` introduir i, posteriorment, avaluar segons uns criteris de bondat, dos
ı´ndexos vectorials o mesures, computables en temps real, que permetin donar una idea, glo-
bal o local, de proximitat a una singularitat i que tinguin una interpretacio´ f´ısica. Aquesta
avaluacio´ posterior permetra` discernir entre si ressolen completament o no, l’esta`tica, e´s a dir
si permeten comparar, en termes de proximitat a les singularitats, dues poses d’un mateix
manipulador o be´ dues configuracions de manipuladors de diferents arquitectures (sense tenir
en compte les velocitats). A me´s a me´s a me´s es dissenyara` l’estudi per a avaluar la seva
utilitat en l’ana`lisi cinema`tic i s’introduiran altres possibles camps d’aplicacio´.
Finalment mencionar que aquestes mesures, i el desenvolupament que es realitza al llarg
del projecte tenen aplicacio´ tant per a robots se`rie com per a robots paral·lels, a causa de la
seva dualitat: aix´ı com un brac¸ robo`tic es troba en una configuracio´ singular quan un dels
eixos de rotacio´ de les seves juntes esta` en una posicio´ redundant respecte de la resta, una
singularitat en un robot paral·lel es do´na quan una de les seves potes esta` en una posicio´
redundant respecte a les deme´s. Per tal de no allargar el discurs, aquesta proposta se centrara`
u´nicament en robots paral·lels, pero el seu impacte s’este´n tambe´ a robots en se`rie (brac¸os
robo`tics), i per aixo` el seu potencial d’aplicacio´ e´s molt ampli.
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Cap´ıtol 2
Identificacio´ del problema
2.1 Plataformes de Stewart-Gough
Els robots paral·lels so´n una classe de manipulador d’una arquitectura molt concreta. Consten
de dos cossos, un fix i un altre mo`bil, units per un conjunt de cadenes cinema`tiques disposades
en paral·lel (e´s el que els diferencia dels robots en se`rie). Les plataformes de Stewart-Gough
estan unides per sis cadenes cinema`tiques (per aixo` mateix tambe´ s’anomenen hexa`podes) que
estan disposades de manera que l’actuador e´s una junta prisma`tica, que no e´s me´s que una
barra extensible sobre la que s’actua, amb una junta esfe`rica a cada extrem. Aquestes barres
s’uneixen a cada cos o plataforma (la plataforma de la base e´s fixa i la plataforma superior
e´s mo`bil) per mitja` d’aquestes juntes esfe`riques, que so´n les articulacions que permeten que
la unio´ es faci en qualsevol direccio´. El control del moviment de la plataforma superior es
realitza fixant la longitud d’aquests sis actuadors. Les plataformes de Stewart-Gough planars
so´n un cas particular en que` els anclatges fixos, que so´n les unions dels actuadors amb la
plataforma fixa, estan situats tots en un mateix pla, i els mo`bils, que so´n les unions dels
actuadors amb la plataforma mo`bil, en un altre.
Entre les aplicacions de les plataformes de Stewart-Gough es troben els simuladors de vol,
la cirurjia ortope`dica i posicionament dels sate`l·lits. Els actuadors solen ser hidra`ulics i les
juntes es poden modelar com a juntes esfe`riques. A continuacio´ es pot observar un exemple
de plataforma de Stewart-Gough i de robot se`rie, la relacio´ de dualitat que existeix entre tots
dos permet aplicar tot l’estudi que s’ha realitzat a aquest segon tipus de robots, ampliant en
gran mesura el seu camp d’aplicacio´.
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Figura 2.1: En ordre d’esquerra a dreta, exemple de plataforma de Stewart-Gough 3-3 planar
(tres anclatges mo`bils i tres fixos) i robot se`rie amb sis eixos.
En general, la plataforma superior d’un robot paral·lel te´ sis graus de llibertat; tres graus
de llibertat per la posicio´, i tres per l’orientacio´. Per tant caldra`, almenys, sis condicions per-
que` la seva configuracio´, donada per la posicio´, p = (px, py, pz) i l’orientacio´ R = (αx, αy, αz)
quedi determinada. Mencionar que l’orientacio´ es parametritza mitjanc¸ant les representa-
cions en grup de Lie del Grup Euclidia` Especial, o els bi-quaternions. Aquests me`todes de
representacio´ han de ser me`todes global i geome`tricament ben definits. Cosa que no es pot dir
de descripcions com ara els angles d’Euler, que u´nicament permeten representacions locals i
no so´n tan potents com els me`todes citats anteriorment. A me´s a me´s, e´s important tenir en
compte que les representacions minimals (e´s a dir, que tenen exactament tres para`metres) de
l’orientacio` no so´n robustes i, per tant, introdueixen singularitats intr´ınseques a la formulacio´
que no so´n pro`pies del manipulador.
L’estudi de la cinema`tica directa d’un robot e´s l’estudi de la posicio´ de les seves parts a
partir de les posicions de les seves components. En el cas d’una plataforma de Stewart-Gough
es correspondria amb l’estudi de la configuracio´ del cos superior a partir de les longituds de
les barres.
Per altra banda, la cinema`tica inversa e´s el cas oposat, e´s a dir, cone`ixer quina posicio´
de les seves components porta a una configuracio´ determinada en les seves parts. En el cas
d’una plataforma de Stewart-Gough consisitira` a cone`ixer les longituds de les barres a partir
d’una configuracio´ determinada.
Com s’intueix per la seva geometria, l’estudi de la cinema`tica directa dels robots paral·lels
e´s molt me´s complicat que en el cas de brac¸os robo`tics. I, de fet, e´s un problema obert per
al cas me´s general. E´s a dir, donat un conjunt de longituds, trobar la configuracio´ que faci
que els actuadors tinguin la longitud que els correspon significara` resoldre el sistema (2.1),
que s’introdueix a continuacio´, i e´s una equacio´ dif´ıcil de resoldre. En canvi, la cinema`tica
inversa e´s trivial: donada una configuracio´ del manipulador, trobar les longituds de les potes,
e´s simplement calcular les dista`ncies entre els dos extrems dels actuadors.
La dualitat entre robots se`rie i paral·lels fa que per als brac¸os robot siguin complicades la
cinema`tica inversa i la interpretacio´ geome`trica de les singularitats. E´s per aixo` que s’opta
industrialment per dissenys de robots desacoplats (en els que grups d’actuadors determinen
independentment la posicio´ o l’orientacio´ de l’extrem mo`bil), que comporta la interseccio´ d’al-
guns eixos de rotacio´ de juntes, dificultant la seva implementacio´ meca`nica, fet que encareix
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la seva construccio´.
Per a una plataforma de Stewart-Gough, l’estudi de la cinema`tica directa consisteix a
determinar la posicio´ p = (px, py, pz) i l’orientacio´ R = (αx, αy, αz) de la plataforma mo`bil,
que e´s equivalent a trobar la posicio´ dels sis anclatges mo`bils, bi, esquematitzat segons la
figura 2.2. De manera que caldra` determinar bi a partir de les longituds dels actuadors, li.
Per tant, si ai so´n els anclatges fixos de la plataforma, de posicio´ coneguda i bi els mo`bils i
donades li, les longituds de cadascun dels actuadors per i = 1, ..., 6, la configuracio´ resultant
vindra` donada solucio´ sistema segu¨ent:
||ai − bi||2 = l2i , (2.1)
on ai e´s l’extrem inferior (amb la posicio´ fixada) de la barra i-essima, i bi, l’extrem superior.
El nombre ma`xim de solucions de l’equacio´ (2.1) per a (p,R) s’anomena nombre de modes
d’ensamblatge.
Figura 2.2: Plataforma de Stewart-Gough general amb anclatges fixos Ai i anclatges mo`bils
Bi.
Les definicions formals dels conceptes que s’han introdu¨ıt so´n les segu¨ents:
Definicio´ 2.1.1. Una junta d’unio´ e´s un element que permet la unio´ entre dos so´lids r´ıgids,
aix´ı com el conjunt de condicions que s’imposen sobre aquesta unio´.
Les plataformes de Stewart-Gough u´nicament fan servir juntes prisma`tiques i juntes
esfe`riques. Les primeres so´n barres extensibles, i les segones so´n juntes puntuals orienta-
bles en qualsevol direccio´ de l’espai. Tot i que les juntes prisma`tiques tenen un allargament
ma`xim i mı´nim, es considerara`, a nivell teo`ric, que poden assolir qualsevol longitud.
Definicio´ 2.1.2. Una cadena cinema`tica e´s un conjunt de juntes d’unio´ enllac¸ades entre s´ı.
No tenen per que` formar un cicle, e´s a dir les juntes dels extrems no tenen per que` estar
unides.
Definicio´ 2.1.3. Una junta d’unio´ e´s actuada si es te´ control sobre les condicions que imposa,
per exemple en el cas d’una junta prisma`tica, voldra` dir que e´s possible fixar la seva longitud,
o en el cas d’una junta esfe`rica, que e´s possible fixar la seva orientacio´. Un actuador prisma`tic
e´s una junta prisma`tica actuada
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Definicio´ 2.1.4. Una articulacio´ e´s la junta que fa d’unio´ entre una cadena cinema`tica i una
de les plataformes del manipulador.
Normalment les articulacions es classifiquen segons les unions que permeten, en el sentit
que restringeixen les direccions en les que s’uneix la cadena cinema`tica. Com seria el cas
d’una articulacio´ que u´nicament permet que la unio´ sigui en un pla, de manera que l’extrem
al que s’uneix sempre s’hauria de trobar en aquest pla i nome´s es permetrien moviments a
sobre d’aquest pla.
Definicio´ 2.1.5. Una junta esfe`rica e´s un tipus particular de junta d’unio´ que, quan fa
d’articulacio´, la u´nica condicio´ que imposa sobre la unio´ e´s que es faci en un punt fixat del
so`lid r´ıgid en el que es realitza aquesta la unio´. E´s a dir, idealment la unio´ pot ser en qualsevol
direccio´ sempre i quan tingui lloc en aquell mateix punt i, per tant, tots els moviments estan
permesos. Poden ser o be´ la unio´ de dues juntes cil´ındriques, o be´ una esfera amb rodaments
que s’uneix a una pec¸a fixa. A la realitat u´nicament es permet un rang de moviments que
pot variar segons com estigui dissenyada la junta.
A partir d’ara, a no ser que s’indiqui el contrari, quan hi hagi mencions d’actuadors o
potes o barres, s’estara` fent una refere`ncia a la definicio´ de barra extensible. I quan hi hagi
mencions a articulacions, juntes o anclatges, s’estara` fent una refere`ncia a la definicio´ 2.1.5.
Es distingira` el cas d’anclatges fixos, o anclatges mo`bils segons estiguin situats a la plataforma
fixa o a la mo`bil, respectivament.
El sistema d’equacions (2.1) es pot reescriure com una relacio´ impl´ıcita entre la longitud de
les potes, Θ = (l1, .., l6) i la configuracio´ de la plataforma, definida per la posicio´ i l’orientacio´,
X = (px, py, pz, αx, αy, αz), de manera que:
F (X,Θ) = 0. (2.2)
Derivar aquesta expressio´ respecte el temps condueix a:
PX˙ + SΘ˙ = 0, (2.3)
amb P = ∂F∂X i S =
∂F
∂Θ . Atenent a la seva caracteritzacio´ en base a aixo`, existeixen tres tipus
de singularitats, classificades al 1990 per Gosselin i Angeles [6].
• Tipus I (o singularitats de se`rie): Es donen quan |S| = 0. Succeeixen quan el mani-
pulador arriba a l’extrem de la regio´ de treball. En aquestes singularitats existeix un
valor no nul, Θ˙, pel qual X˙ = 0. En altres paraules, existeixen velocitats que no es
poden reproduir. Es podria dir que a les singularitats de tipus I, el manipulador perd
graus de llibertat.
• Tipus II (o singularitats en paral·lel): Apareixen quan |P| = 0. Aixo` passa quan, dins
de la regio´ de treball, la plataforma e´s localment mo`bil encara que els actuadors estiguin
fixats. Aixo` e´s que, si Θ˙ = 0, X˙ no e´s necessa`riament zero. A les singularitats de tipus
II, el manipulador guanya graus de llibertat.
• Tipus III: Succeeixen quan tots dos s’anul·len, e´s a dir: |P| = |S| = 0
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L’equacio´ (2.3) es pot reformular fent servir la matriu jacobiana, aixo` e´s, la matriu que
relaciona les velocitats de les juntes dels actuadors amb les velocitats lineals i angulars de la
plataforma. Llavors l’equacio´ (2.3) quedara` de la segu¨ent manera:
Θ˙ = J
−1
X˙. (2.4)
Si J
−1
e´s singular, aleshores existeix X˙ 6= 0 que fa que Θ˙ sigui zero. La matriu J−1 es
pot escriure en termes de P i S com J
−1
= −S−1P, pero`, donat que a les plataformes de
Stewart-Gough passa que S = Diag(l1, ..., l6), l’estudi de les singularitats s’acaba reduint a
l’estudi de la matriu P (singularitats de tipus II) que, per abu´s de llenguatge, se l’anomena
J.
Definicio´ 2.1.6. La matriu J s’anomena jacobiana. Es diu que un manipulador es troba en
una configuracio´ singular quan es troba en una configuracio´ que fa que el determinant de la
matriu J sigui zero.
Com es pot observar per a aquest tipus de manipuladors en concret, les singularitats de
tipus II so´n les que te´ intere`s estudiar. Dins de les singularitats de tipus II es defineix una
singularitat arquitecto`nica com se segueix:
Definicio´ 2.1.7. Un manipulador te´ una singularitat arquitecto`nica quan, sigui quina sigui
la configuracio´ dels actuadors, aquest es troba en una singularitat de tipus II. E´s a dir, la
jacobiana sempre te´ determinant zero per qualsevol posicio´.
2.2 Antecedents i motivacio´
Les singularitats arquitecto`niques tenen un intere`s especial de cara al disseny de plataformes
de Stewart-Gough perque` es tracta d’una situacio´ que cal evitar. No e´s l’u´nic factor a
considerar en termes de disseny. S’introduiran dos conceptes que estan lligats mu´tuament.
Definicio´ 2.2.1. La precisio´ d’un manipulador e´s l’error que es comet en el seu posiciona-
ment. Com me´s petit e´s aquest error, me´s prec´ıs e´s.
Definicio´ 2.2.2. La proximitat a una singularitat e´s com de prop esta` un manipulador d’una
configuracio´ singular per a una configuracio´ donada. Donar una definicio´ acurada de que` vol
dir que una configuracio´ donada sigui pro`xima a una configuracio´ singular e´s un problema
molt dif´ıcil. Tot i que un manipulador es troba a l’espai euclidi, que e´s un espai en el que
s´ı que esta` definida la nocio´ de dista`ncia, a l’espai de configuracions d’un manipulador de
Stewart-Gough no e´s possible definir una dista`ncia. Aixo`, entre d’altres coses, passa perque`
la cinema`tica directa d’aquest manipulador e´s molt complicada, i no e´s possible traslladar
aquesta nocio´ de dista`ncia de l’espai euclidi a l’espai de configuracions del manipulador. Part
de l’objectiu de les seccions posteriors consistira` a intentara` donar una solucio´ parcial a aquest
problema i donar una nocio´ de dista`ncia a una configuracio´ singular.
La precisio´ d’un robot i la proximitat a una singularitat so´n conceptes lligats, perque` el fet
d’estar prop d’una configuracio´ singular amplifica l’error que es comet en el posicionament,
fet que va en detriment de la precisio´ del robot.
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Dos ı´ndexos que s’han fet servir des de fa temps en robo`tica [11] per a mesurar la precisio´
en robots en se`rie so´n la l’´ındex de manipulabilitat i el nombre de condicio´.
2.2.1 I´ndex de manipulabilitat
El propo`sit de la manipulabilitat e´s quantificar la capacitat per transmetre velocitats, o en
altres paraules, la destresa del robot. Donat un manipulador, e´s realista considerar que els
errors de mesura de les juntes estan fitats i, consequ¨entment, estaran fitats els errors de
posicionament. La norma de la fita es pot triar arbitra`riament ja que e´s lineal [11], i per
tant un simple escalat permetra` determinar els errors de posicionament a partir dels errors
trobats per una fita determinada en els errors de mesura de les juntes. Es triara` el valor 1
per aquesta fita de manera que:
‖Θ˙‖ ≤ 1. (2.5)
Per (2.4) do´na lloc a
X˙TJ
−T
J
−1
X˙ ≤ 1. (2.6)
Si s’usa la norma eucl´ıdea, aleshores (2.5) representa un cercle a l’espai dels errors de les jun-
tes. El cercle es pot correspondre mitjanc¸ant la matriu J
−T
J
−1
amb una el·lipse en l’espai
de coordenades generalitzades d’errors. Me´s generalment, la corresponde`ncia transforma la
hiperesfera de l’espai d’errors de juntes en un el·lipso¨ıde, habitualment anomenat el·lipso¨ıde
de manipulabilitat, en l’espai de coordenades generalitzades d’errors. Una interpretacio´ ge-
ome`trica cla`ssica d’aquesta relacio´ ve donada pel cas 2-dimensional. El tamany i la forma
de l’el·lipso¨ıde so´n indexos de l’amplificacio´ entre els errors a l’espai de juntes i l’espai de
coordenades generalitzades d’errors. Me´s precisament, les longituds dels eixos principals de
l’el·lipso¨ıde, que corresponen al mı´nim i al ma`xim valor propi de J−T i J−1, es consideren com
la imatge del mı´nim i el ma`xim factor d’amplificacio´ de velocitat. Yoshikawa [15] introdueix
un ı´ndex de manipulabilitat per un robot en se`rie com:
m(J) =
√
|JJT |. (2.7)
Aquest e´s l’´ındex de manipulabilitat i es correspon amb el producte de les meitats de les
longituds dels eixos de l’el·lipso¨ıde.
2.2.2 Nombre de condicio´
Es considera el sistema lineal de (2.4):
J
−1
X˙ = Θ˙.
Una possible mesura del factor d’amplificacio´ de l’error expressa de quina manera un error
relatiu en Θ es propaga a un error relatiu en X. Es considera una norma ‖.‖ que compleixi
la propietat:
‖J−1X˙‖ ≤ ‖J−1‖‖X˙‖,
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i, a partir de (2.4):
‖X˙‖
‖X‖ ≤ ‖Θ˙‖‖J‖‖X‖ ,
per a finalment obtenir:
‖X˙‖
‖X‖ ≤ ‖J
−1‖‖J‖‖Θ˙‖‖Θ‖ .
El factor d’amplificacio´ de l’error, anomenat nombre de condicio´ es defineix com:
κ(J) = κ(J
−1
) = ‖J−1‖‖J‖. (2.8)
Per acabar, mencionar que el nombre de condicio´ dependra` de la norma matricial escollida.
Aix´ı doncs, els tres ı´ndexos que s’acostuma a fer servir so´n:
1. Determinant de la jacobiana, |J|.
2. I´ndex de manipulabilitatm, m(J).
3. Nombre de condicio´, κ(J).
A [11] es veu que la manipulabilitat i el nombre de condicio´ so´n indexos poc apropiats per als
robots paral·lels. No nome´s aixo`, sino´ que a me´s a me´s no reflecteixen exactament la precisio´
en el posicionament del robot. I que, en conclusio´ els ı´ndexos de precisio´ globals que poden
ser me´s apropiats so´n el ca`lcul del ma`xim error de posicionament, els seus valors mitjans i la
seva varianc¸a. Tot i aixo` suposa un repte dissenyar algoritmes que calculin aquests ı´ndexos.
De totes maneres, tampoc cal calcular el seu valor exacte, sempre que sigui possible fitar
l’error de ca`lcul.
2.3 Singularitats i rigidesa
Per a donar una visio´ dina`mica que complementi la definicio´ cinema`tica que s’ha donat del
que` so´n les configuracions singulars es considerara` una plataforma general en una posicio´
arbitra`ria. Per com es fa la unio´ entre les potes i la plataforma, cada pota transmetra` la
forc¸a en la direccio´ en la que esta` orientada, com s’esquematitza a la figura 2.3. Per tant,
sigui fi el valor d’aquesta forc¸a per a la pota i, orientada en la direccio´ ei (ei, normalitzat),
1 ≤ i ≤ 6 i f el vector de posar aquestes magnituds en ordre segons com s’hagi anomenat
cada pota. Es pren un punt O de la plataforma. Aleshores, el vector generalitzat de forces,
F (que conte´ la forc¸a i el moment resultants que s’apliquen a O de la plataforma) es calcula,
a partir de fi com:
F = Pf . (2.9)
Les tres primeres components de F so´n la projeccio´ de la forc¸a resultant a O sobre cadascu´n
dels eixos de coordenades, i les tres u´ltimes so´n la projeccio´ del moment resultant a O sobre
cadascun dels eixos coordenats. Aix´ı doncs, les tres primeres components es calcularan com:∑
i fiei, i les tres u´ltimes es calcularan com:
∑
i fiei × pi, amb pi el vector que va de O a
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l’articulacio´ que fa d’unio´ entre la plataforma i la pota i. Tot plegat es pot escriure de manera
compacta com:
F =
(
e1 ... e6
e1 × p1 ... e6 × p6
)
f . (2.10)
A on P e´s la matriu d’aquesta equacio´ (2.10) i per tant l’equacio´ (2.9) es compleix. Les
columnes d’aquesta matriu, Vi, com es pot comprovar a partir de la definicio´ que es do´na
me´s endavant en la seccio´ 3.1, so´n les coordenades de Plu¨cker de les rectes associades als
actuadors.
Figura 2.3: Relacio´ entre les forces dels actuadors i la forc¸a i el moment resultants en el punt
O d’una plataforma de Stewart-Gough.
A [10] es demostra que P = JT , en particular que |P| = |J|. Com s’ha vist anteriorment
a la seccio´ 2.1, s’han definit les configuracions singulars com aquelles en que` |J| = 0, e´s a dir
quan |P| = 0. Aquest plantejament fet en base a l’estudi de les forces, permet veure que les
configuracions singulars dels manipuladors paral·lels es corresponen amb configuracions en
que` no so´n r´ıgids: les configuracions no singulars del manipulador so´n aquelles en que`, amb
els sis actuadors bloquejats, la plataforma queda fixa, i per tant el sistema es pot considerar
com un so`lid r´ıgid. Seguint aquest desenvolupament, si el sistema actuadors-plataformes e´s
r´ıgid vol dir que existeix un conjunt de forces articulars tals que la plataforma es mante´ en
equilibri que, tradu¨ınt-ho a la notacio´ donada, significa que, en condicions de rigidesa, sigui
quin sigui el vector de forces generalitzat, F existeix un u´nic vector de forces articulars, f que
mante´ la plataforma en equilibri. Aixo`, per l’equacio´ (2.9), passara` si la matriu P e´s de rang
ma`xim (invertible), que e´s equivalent a dir que els Vi, com a vectors de R6 so´n linealment
independents. Per tant, caldra` estudiar les relacions de depende`ncia entre les coordenades de
Plu¨cker de les rectes associades als actuadors.
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Cap´ıtol 3
Coordenades de Plu¨cker i
singularitats
3.1 Immersio´ de Plu¨cker
En aquest cap´ıtol es definiran les coordenades de Plu¨cker, s’estudiaran les propietats que tenen
i s’acabara` de perfilar la seva relacio´ amb les configuracions singulars que ja s’ha introdu¨ıt en
el cap´ıtol anterior. Tots els resultats que es presenten i les seves demostracions estan extrets
de [3]. Els raonaments s’han inclo`s perque` formen la base teo`rica i permeten contextualitzar
els resultats de cap´ıtols posteriors. Aquest estudi es desenvolupa en el context de l’espai
projectiu P3 perque` permet simplificar les relacions entre rectes. Es prendra` un sistema de
refere`ncia ∆ de P3 de manera que la inclusio´ de E3 (l’espai euclidi de tres dimensions) en
P3 ve donada per la immersio´ (x, y, z) ↪→ [1, x, y, z] e´s a dir, els punts de P3 la primera
coordenada s’anul·li so´n els punts del pla de l’infinit.
Donada una recta l de P3, definida per dos punts diferents a = [a0, a1, a2, a3] i b =
[b0, b1, b2, b3], es pren:
pij =
∣∣∣∣ai ajbi bj
∣∣∣∣ , 0 ≤ i < j = 0, ..., 3. (3.1)
Com que a i b no so´n el mateix punt, almenys un pij 6= 0. Les coordenades de Plu¨cker
de la recta ve´nen donades per p(l) = [p01, p02, p03, p12, p13, p23]. Caldra` veure que aquestes
coordenades no depenen de l’eleccio´ dels punts per tal que estiguin ben definides.
Prenent dos punts diferents dels anteriors de la recta, a′ = [a′0, a′1, a′2, a′3] i b′ = [b′0, b′1, b′2, b′3].
Llavors existeixen α, β, γ, δ amb αδ − βγ 6= 0 i que
a′ = αa + βb
b′ = γa + δb.
En forma matricial, i fent el determinant:(
a′i a
′
j
b′i b
′
j
)
=
(
α β
γ δ
)
·
(
ai aj
bi bj
)
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p′ij =
∣∣∣∣a′i a′jb′i b′j
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣α βγ δ
∣∣∣∣ pij .
S’obte´:
p′ =
∣∣∣∣α βγ δ
∣∣∣∣p.
Per tant, a l’espai projectiu P5, p′ ≡ p i llavors les coordenades de Plu¨cker estan ben
definides. Aquestes coordenades defineixen una immersio´, la immersio´ de Plu¨cker, entre les
rectes de P3 i el projectiu P5. A me´s a me´s, els punts de la imatge pertanyen a la qua`drica
definida per:
G : p01p23 − p02p13 + p03p12 = 0. (3.2)
Aquesta qua`drica s’anomena Grassmanniana.
Observacio´ 3.1.1. Per la definicio´ que s’ha donat, la immersio´ de Plu¨cker esta` associada a un
sistema de refere`ncia ∆ de P3, qualsevol. Cal veure que es comporta be´ amb els canvis de
refere`ncia.
Sigui ∆ un sistema de refere`ncia de P3. Si G denota el conjunt de totes les rectes de P3,
aleshores la immersio´ de Plu¨cker e´s l’aplicacio´ que envia cada recta l de P3 al punt de P5 tal
que les seves coordenades so´n les coordenades de Plu¨cker de l:
p∆ : G → P5
l 7→ [pi,j ]0≤i<j≤3 (3.3)
A me´s a me´s, si ∆′ e´s un sistema de refere`ncia diferent de P3, les immersions de Plu¨cker p∆
i p∆′ so´n iguals mo`dul una projectivitat de P5, e´s a dir, existeix una projectivitat de P5, ψ,
tal que ψ ◦ p∆ = p∆′ .
Aquesta u´ltima afirmacio´ es demostra veient que tota projectivitat en P3 indueix una
projectivitat en P5. Es pren la recta generada pels punts a i b, a = [a0, a1, a2, a3] i b =
[b0, b1, b2, b3] expressats segons el sistema de coordenades ∆, i siguin pi,j , 0 ≤ i < j ≤ 3, les
seves coordenades de Plu¨cker. Es pren S la matriu de canvi de coordenades del sistema ∆
a ∆′, de manera que si a′ = [a′0, a′1, a′2, a′3] i b′ = [b′0, b′1, b′2, b′3] so´n les coordenades de a i b
a ∆′, aleshores es compleix que a′ = Sa, i el mateix per a b′ i b. Les components de les
coordenades calculades en la refere`ncia ∆′ seran amb determinants de la forma:
p′ij =
∣∣∣∣a′i a′jb′i b′j
∣∣∣∣.
Per altra banda, es consideren les files de la matriu S de manera que S =

s0
s1
s2
s3
.
Aplicant aixo` a la relacio´ entre les coordenades de ∆ i ∆′ s’obte que a′i = si · a, i
ana`logament per a b′i. De manera que el determinant anterior quedara` com:
p′i,j =
∣∣∣∣si · a sj · asi · b sj · b
∣∣∣∣.
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Desenvolupant aquests productes es pot comprovar que s’acaba obtenint una combinacio´
lineal dels pi,j , arribant a que p
′
i,j = ψ(pi,j), amb ψ una projectivitat.
Proposicio´ 3.1.2. La immersio´ de Plu¨cker e´s una bijeccio´ entre les rectes P3 i la Grass-
manniana, G.
Demostracio´. Primer es veura` que la imatge de la immersio´ de Plu¨cker esta` a G. Siguin
pi,j = aibj − ajbi, 0 ≤ i < j ≤ 3, les coordenades de Plu¨cker de la recta generada per
a = [a0, a1, a2, a3] i per b = [b0, b1, b2, b3].
Expandint aquests dos punts com un determinant, s’obte´ que,∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 b3
a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 b3
∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 .
Aixo` do´na lloc a p0,1p2,3 − p0,2p1,3 + p0,3p1,2 = 0 i es demostra que totes les imatges per
l’aplicacio´ so´n punts de G.
Ara queda veure l’altra inclusio´. Sigui p ∈ P5, que te´ coordenades pi,j , 0 ≤ i < j ≤ 3,
satisfent l’equacio´ de G i sigui la matriu
M =

0 p0,1 p0,2 p0,3
−p0,1 0 p1,2 p1,3
−p0,2 −p1,2 0 p2,3
−p0,3 −p1,3 −p2,3 0
.
Sigui p0,1 6= 0 i siguin a i b punts de P3 amb vectors coordenats les files de la matriu de
dalt, definits com a = [0, p0,1, p0,2, p0,3] i b = [−p0,1, 0, p1,2, p1,3].
Es pot veure que a 6= b. Un ca`lcul directe les do´na com a coordenades de Plu¨cker de la
recta, l, que passa per a i per b,
p(l) = [p20,1, p0,1p0,2, p0,1p1,2, p0,2p1,3 − p0,3p1,2 = p0,1p2,3],
que so´n les coordenades multiplicades per p0,1, i per tant p(l) = p.
Per a provar la injectivitat, es considera, com a dalt, que l e´s la recta de P3 generada per
punts diferents a = [a0, a1, a2, a3] i b = [b0, b1, b2, b3]. Aleshores un punt, x = [x0, x1, x2, x3],
pertany a l si i nome´s si:
rk
x0 x1 x2 x3a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 b3
 < 3.
I aixo` vol dir que tots els menors d’ordre tres de la matriu s’anul·len. E´s a dir que passa
que:
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p1,2x0 − p0,2x1 + p0,1x2 = 0
p1,3x0 − p0,3x1 + p0,1x3 = 0
p2,3x0 − p0,3x2 + p0,2x3 = 0
p2,3x1 − p1,3x2 + p1,2x3 = 0.
Els punts de l seran les solucions del sistema d’equacions anterior i, aquestes, estan de-
terminades per les coordenades de Plu¨cker de l. Llavors l esta` determinada per les seves
coordenades de Plu¨cker, i aleshores l’aplicacio´ de Plu¨cker e´s injectiva, ja que si dues rectes
tinguessin les mateixes coordenades de Plu¨cker, el sistema tindria els mateixos coeficients i
per les tant mateixes solucions i els punts de la recta serien els mateixos i finalment les rectes
serien la mateixa.
Observacio´ 3.1.3. Quedaria veure que la Grasmanniana no es veu afectada per la refere`ncia
que es trii. Si es pren una recta l, s’ha vist que les seves coordenades de Plu¨cker prenent
els seus punts en dues refere`ncies diferents, ∆ i ∆′ estan relacionades per una matriu S que
s’obte´ a partir de la matriu S de canvi de refere`ncia entre ∆ i ∆′. Per altra banda, l’equacio´
(3.2) es pot expressar matricialment mitjanc¸ant la matriu MG (que s’explicita me´s endavant)
com MGp∆(l) = 0. Aix´ı doncs, per demostrar que e´s independent de la refere`ncia nome´s
caldra` comprovar que MGp∆′(l) = 0. I, en efecte, MGp∆′(l) = MGSp∆(l) = S
′
MGp∆(l) = 0
A on S
′
e´s el conmutador del producte MGS, e´s a dir que MGS = S
′
MG.
Una propietat important de les plataformes de Stewart-Gough, vista a [9] e´s que les files
de J (definicio´ 2.1.6) so´n les coordenades de Plu¨cker normalitzades (e´s a dir, prenent un
representant qualsevol i dividint per la norma del vector de R3 format per les tres primeres
coordenades) de les rectes dels actuadors. A partir d’ara sempre que es parli de coordenades
de Plu¨cker normalitzades s’estara` fent una refere`ncia a aquesta normalitzacio´.
Una manera me´s geome`trica de definir les coordenades de Plu¨cker per a rectes afins, i que
e´s equivalent a l’anterior e´s la segu¨ent: es considera una recta l, aleshores les tres primeres
coordenades de Plu¨cker vindran donades pel vector director de la recta, `, i les tres u´ltimes
vindran donades pel producte ` = p × v, amb p un punt qualsevol de la recta. Notar que
el valor d’aquest producte no depe`n del punt p triat de la recta. Per tant, les coordenades
de Plu¨cker de l seran el vector (`, `). Mencionar que al realitzar la normalitzacio´ esmentada
anteriorment el que s’esta` fent e´s normalitzar pel mo`dul del vector director de la recta.
Aquesta definicio´ e´s me´s intu¨ıtiva, ja que les tres primeres coordenades donen la nocio´ de
desplac¸ament entre dos punts, i les tres u´ltimes donen una idea de moment respecte l’origen
de coordenades del sistema de referencia que s’ha pres.
3.2 Qua`driques i correlacions
Com s’ha vist, les rectes de P3 formen una qua`drica a P5. L’equacio´ de la qua`drica ve donada
per l’equacio´ (3.2), que es pot expressar matricialment com el conjunt de punts, p de P5 tals
que:
p ·MG · pT = 0, (3.4)
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amb MG =

0 0 0 0 0 12
0 0 0 0 −12 0
0 0 0 12 0 0
0 0 12 0 0 0
0 −12 0 0 0 0
1
2 0 0 0 0 0
.
Definicio´ 3.2.1. Es diu que dos punts, p i q so´n conjugats respecte una qua`drica Q, donada,
quan p ·MQ · qT = 0, amb MQ, la matriu de la forma bilineal sime`trica que defineix la
qua`drica Q.
A me´s a me´s, donat un punt p, el conjunt de tots els seus conjugats forma un hiperpla`
de P5. Per veure-ho nome´s cal, donat p, trobar els seus conjugats, que so´n els punts q tals
que q ·MQ · pT = 0. El producte MQ · pT sera´ un altre punt, p i per tant l’equacio´ quedara`
redu¨ıda a q · pT = 0, que e´s l’equacio´ d’un hiperpla` amb coeficients donats per p. Aquest
hiperpla` s’anomena l’hiperpla` polar de p relatiu a Q.
Vist aixo`, s’introdueix de manera natural la nocio´ de correlacio´, que es fara` servir me´s
endavant:
Definicio´ 3.2.2. Una correlacio´, g, d’un espai projectiu Pn e´s una projectivitat de Pn en el
seu espai dual.
Les correlacions envien punts d’un espai a hiperplans en aquest mateix espai. Donada
una correlacio´ g amb una refere`ncia fixada a Pn, si M e´s la matriu de la correlacio´, aleshores
g envia el punt amb coordenades [y0, ..., yn] a l’hiperpla` d’equacio´ u0x0 + ...+ unxn = 0 amb:
u0
.
.
.
un
 = ρM

y0
.
.
.
yn
,
per algun escalar ρ.
Definicio´ 3.2.3. S’anomena conjunt d’incidencia d’una correlacio´ g, el conjunt de punts p
tals que p ∈ g(p).
Ara es definira` un conjunt particular de correlacions, que compleixen que el seu conjunt
d’incide`ncia e´s tot l’espai.
Definicio´ 3.2.4. Les correlacions tals que el seu conjunt d’incidencia e´s tot l’espai projectiu
sobre el que estan definides, s’anomenen null-systems.
Els null-systems tenen una caracteritzacio´ molt fa`cil d’identificar, so´n aquelles correlacions
que tenen una matriu antisime`trica.
Proposicio´ 3.2.5. Una correlacio´ e´s un null-system si i nome`s si la seva matriu e´s anti-
sime`trica.
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Demostracio´. Donada una correlacio´ g, de Pn amb matriu n × n Mg, p ∈ g(p) si i nome´s si
p ·Mg ·pT = 0 i llavors g e´s un null-system si i nome´s si, per a tot p, passa que p ·Mg ·pT = 0.
Expandint el producte es te´ que m2i,i = 0, ja que prenent p = [0, ..
(i)., 1, 0, ..., 0], p ·Mg ·pT =
0⇒ mi,i = 0 i mi,j = −mj,i perque`, si i < j, considerant p = [0, ..(i)., 1, 0, ..(j−i)., 1, 0, ..., 0] i
imposant que p ∈ g(p), es veu que p ·Mg · pT = m2i,i +m2j,j +mi,j +mj,i = 0 ⇒ mi,j = mj,i,
que e´s el que es volia veure. Rec´ıprocament, si e´s antisime`trica, passa que p ∈ g(p) perque`
els termes quadra`tics s’anul·len i els dobles productes s’anul·len dos a dos.
Definicio´ 3.2.6. Es diu que una correlacio´, g satisfa` reciprocitat quan es compleix que
p ∈ g(q) ⇔ q ∈ g(p) per p i q qualssevol.
Proposicio´ 3.2.7. Tots els null-systems satisfan reciprocitat.
Demostracio´. Com que la matriu e´s antisime`trica p ·Mg · qT = q ·Mg · pT i llavors p ∈ g(q)
⇔ p ·Mg · qT = 0 ⇔ q ·Mg · pT = 0 ⇔ q ∈ g(p).
3.3 Complexos lineals
Com s’ha vist en la seccio´ 2.3, les configuracions singulars es donen quan el determinant de la
matriu P e´s zero, o sigui, quan hi ha alguna relacio´ de depende`ncia lineal entre els vectors de
Plu¨cker associats als actuadors. Com que es tracta de sis vectors de Plu¨cker, qualsevol conjunt
linealment dependent estara` contingut en un conjunt de dimensio´ cinc. Aquests conjunts de
dimensio´ cinc que caracteritzen les configuracions singulars s’anomenen complexos lineals.
Abans de res, s’ha afegit aquesta proposicio´ amb la finalitat de donar me´s intu¨ıcio´ sobre
la nocio´ de conjugacio´ respecte de la Grassmanniana.
Proposicio´ 3.3.1. Si l i r so´n dues rectes diferents de P3, aleshores, les segu¨ents condicions
so´n equivalents:
1. l i r so´n coplana`ries.
2. p(l) i p(r) so´n conjugats respecte G.
3. La recta de P5 generada pels punts p(l) i p(r) esta` continguda a G.
Demostracio´. 1 ⇔ 2: Siguin a = [a0, a1, a2, a3] i b = [b0, b1, b2, b3] dos punts que generen l,
amb pi,j les seves components de Plu¨cker i c = [c0, c1, c2, c3] i d = [d0, d1, d2, d3], dos punts
que generen r, amb qi,j les seves components de Plu¨cker. Si l i r so´n coplana`ries, aleshores el
determinant resultant de considerar els quatre punts com a files, s’anul·la. E´s a dir:∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 b3
c0 c1 c2 c3
d0 d1 d2 d3
∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.
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En desenvolupar aquest determinant a partir de les dues primeres files, l’equacio´ de dalt porta
a: p0,1q2,3 − p0,2q1,3 + p0,3q1,2 + p1,2q0,3 − p1,3q0,2 + p2,3q0,1 = 0. Ara, aplicant la definicio´ de
conjugat segons la qua`drica G es veu que aquesta condicio´ vol dir exactament que p i q so´n
conjugats respecte G.
2 ⇔ 3: Siguin p i q dos punts de P5, aleshores, els punts x de la recta generada per p
i q so´n punts de la forma x = a · p + b · q. Si p i q, a me´s a me´s, so´n de G, llavors passa
que x ·MG · xT = 0 si i nome`s si p i q so´n conjugats. Ja que x e´s de G si i nomes si
x ·MQ · xT = 0, pero` p i q so´n de G i per tant, en aquest producte matricial, els productes
p ·MQ · pT i q ·MQ · qT s’anul·len. I llavors x ·MQ · xT = 0 si i nomes si els productes
creuats s’anul·len, que e´s equivalent a dir que p i q so´n conjugats. I e´s el que es volia veure.
Definicio´ 3.3.2. Donat un hiperpla`, H, de P5, el conjunt FH de totes les rectes de P3 tals
que la seva imatge per l’aplicacio´ de Plu¨cker pertany a H s’anomena complex lineal. E´s a dir
FH = p
−1(H).
Els punts dels complexos lineals satisfan l’equacio´ de l’hiperpla` i so´n rectes de P3, per
tant satisfaran l’equacio´: ∑
0≤i<j≤3
Ai,jpi,j = 0. (3.5)
On els coeficients Ai,j so´n els de l’equacio´ de l’hiperpla`, i pi,j so´n les components de les co-
ordenades de Plu¨cker d’alguna recta de P3. L’exemple me´s fa`cil de complexos lineals s’obte´
fixant una recta l de P3 i prenent el conjunt de les rectes de P3 que s’intersequen amb l.
Com que dues rectes es tallen si i nome´s si les seves imatges per l’aplicacio´ de Plu¨cker so´n
conjugades respecte G, les representacions de les rectes que intersequen l so´n els punts de la
seccio´ de G pel seu hiperpla` tangent a p(l). Aquests complexos lineals s’anomenen especials.
La resta de complexos lineals s’anomenen no-especials.
Sigui l e´s una recta i g un null-system (definicio´ 3.2.4) de P3. Les imatges g(p), amb p ∈ l
formen un feix de plans l
∗
. El seu nucli, l, e´s una recta que s’anomena recta polar. Per ser l
una recta, passa que l = g(p1) ∩ g(p2), per dos punts p1 i p2 que generen l, qualssevol. Aixo`
vol dir que si q1 i q2 generen l, aleshores q1, q2 ∈ g(pi), i = 1, 2, i, per reciproictat, p1, p2
∈ g(qi), i = 1, 2. E´s a dir que la polar de l e´s l. Les rectes que so´n iguals a la seva polar
s’anomenen auto-polars. I pel que s’acaba de veure, una recta l, generada per p1 i p2 e´s
autopolar respecte g si i nome`s si:
p1 ∈ g(p1), p1 ∈ g(p2), p2 ∈ g(p1), p2 ∈ g(p2).
Com que g e´s un null-system, la primera i la u´ltima condicio´ se satisfan sempre i, per reci-
procitat, la segona i la tercera so´n equivalents, per tant nome´s cal que p1 ∈ g(p2).
El teorema que ve a continuacio´ e´s el teorema clau en el que es basa el desenvolupament
de la solucio´, ja que permet una caracteritzacio´ completa dels complexos lineals, que so´n els
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conjunts que contenen les configuracions singulars. E´s per aixo` que tambe´ s’incloura` la seva
demostracio´. Per a provar-lo es fara` servir el lema segu¨ent (cap´ıtol, 6 de [3]):
Lema 3.3.3. Si una varietat lineal, L passa per un punt p d’una qua`drica Q i no e´s tangent
a Q en p, aleshores L e´s varietat lineal me´s petita que conte´ tots els punts de Q ∩ L.
Teorema 3.3.4. Hi ha una corresponde`ncia bijectiva entre complexos lineals no-especials i
null-systems de P3, de manera que les rectes que formen un complex lineal no especial so´n
aquelles que so´n auto-polars respecte al corresponent null-system.
Demostracio´. Sigui |G| = {x ∈ P5|x ∈ G} i q = [qi,j ]0≤i≤j≤3 ∈ P5 − |G| i sigui Fq el complex
lineal determinat per l’hiperpla` polar Hq de q relatiu a G, que e´s:
Fq = p
−1(|G ∩Hq|).
Per ser G no degenerada i contenir plans, Hq conte´ un punt simple q′ de G. No nome´s
aixo`, sino´ que Hq no e´s tangent a G en q′, ja que q 6∈ G, i per tant q 6= q′, pel lema 3.3.3
G ∩ Hq = p(Fq) determina Hq. L’hiperpla` Hq determina a la seva vegada el seu pol, q.
Finalment, Fq determina p(Fq), per ser p una bijeccio´, aleshores l’aplicacio´ g(q) = Fq e´s una
bijeccio´ entre P5 − |G| i el conjunt de complexos lineals no especials de P3. Per altra banda,
es considera la matriu:
Nq =

0 q2,3 −q1,3 q1,2
−q2,3 0 q0,3 −q0,2
q1,3 −q0,3 0 q0,1
−q1,2 q0,2 −q0,1 0
.
Calculant es veu que:
det Nq = (q0,1q2,3 − q0,2q1,3 + q0,3q1,2)2,
i, per tant, com que q no e´s de G, la matriu Nq e´s no singular, ja que si no les components de
q complirien que so´n les coordenades de Plu¨cker d’una recta. Donat que, a me´s a me´s, Nq e´s
anti-sime`trica, la correlacio´ definida per Nq e´s un null-system, gq de P3, que esta` determinat
per q. Per tant, q → gq defineix una bijeccio´ entre P5−|G| i null systems de P3. Nome´s queda
veure que les rectes del corresponent complex de lineal no especial so´n autopolars respecte el
null-system.
Siguin a = [a0, a1, a2, a3] i b = [b0, b1, b2, b3] dos punts diferents de P3, i pi,j , les coorde-
nades de Plu¨cker de la recta, l, que generen. Com s’ha vist abans, l’u´nica condicio´ per a que`
l sigui autopolar respecte gq e´s que a ∈ g(b), e´s a dir que:
(
a0 a1 a2 a3
) ·

0 q2,3 −q1,3 q1,2
−q2,3 0 q0,3 −q0,2
q1,3 −q0,3 0 q0,1
−q1,2 q0,2 −q0,1 0
 ·

b0
b1
b2
b3
 = 0.
I e´s equivalent a:
p0,1q2,3 − p0,2q1,2 + p0,3q1,2 + p1,2q0,3 − p1,3q0,2 + p2,3q0,1 = 0,
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que e´s la condicio´ de que p(l) i q siguin conjugats respecte G, e´s a dir que l ∈ Fq. Aix´ı doncs,
els punts, q de P5 − |G| estan en bijeccio´ amb els null-systems, gq de P3 de manera que les
rectes del complex lineal, que es corresponen amb els punts de la interseccio´ de l’hiperpla`
polar de q relatiu a G amb la varietat G, so´n autopolars respecte gq.
3.4 Interpretacio´ cinema`tica dels complexos lineals
En aquesta seccio´ donara` una interpretacio´ dels complexos lineals que lliga la seva geometria
amb la cinema`tica d’un moviment en un espai euclidi E3 = (R3, ·) donada a [12].
Un moviment helico¨ıdal (figura 3.1) d’eix A i rao´ p, triant com a A, l’eix z d’un sistema
de coordenades cartesia`, es parametritza com:
x(t) =
 00
pt
+
cos t − sin t 0sin t cos t 0
0 0 1
 · x(0). (3.6)
Figura 3.1: Moviment helico¨ıdal d’eix A (x = y = 0) i rao´ p.
Pel que se segueix no es fara` aquesta eleccio´ particular d’A. Com es pot comprovar, el
moviment e´s la composicio´ d’una rotacio´ amb una translacio´, de manera que la ratio entre
les magnituds del desplac¸ament de la translacio´ i de l’angle de la rotacio´ ve donada per p.
La velocitat d’un punt sotme`s a aquest moviment e´s [2]:
v(x) = c + c× x, (3.7)
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on × denota el producte vectorial cla`ssic i els vectors constants c i c estan definits a partir de
A i p com se segueix: Si [a0,1, a0,2, a0,3, a1,2, a1,3, a2,3] e´s un representant de les coordenades
de Plu¨cker de l’eix A. Es pren a = (a0,1, a0,2, a0,3) i a = (a2,3,−a1,3, a1,2), tots dos entesos
com a vectors de R3. I aleshores c i c, cadascun de R3, compleixen que:
p =
c · c
c2
, (a,a) = (c, c− pc). (3.8)
Observacio´ 3.4.1. Notar que aquesta definicio´ de c i c esta` condicionada pel representant de
les coordenades de Plu¨cker de l’eix, A a P5 que es prengui. Si es te´ un moviment d’eix A i rao´
p, siguin A = (a,a) trobats, com abans, a partir d’un representant, A, de les coordenades de
Plu¨cker de l’eix A amb vectors associats c = c((a,a), p) i c = c((a,a), p). Si es pren (b,b),
calculat a partir d’un altre representant diferent de A, B, de manera que B = ρA, aleshores,
com que (b,b) = ρ(a,a), els vectors associats, c((b,b), p) i c((b,b), p), compleixen que
c((b,b), p) = ρc((a,a), p) i c((b,b), p) = ρc((b,b), p). De cara a la interpretacio´ que es fara`
posteriorment, aixo` no importa pero` s´ı que passa que aleshores la velocitat en un punt segons
l’equacio´ (3.7) no esta` del tot ben definida, ja que la norma del vector velocitat dependra` del
representant que es prengui de l’eix, i seria vB(x) = ρvA(x). Aixo` comportaria un canvi de
para`metre del moviment helico¨ıdal de l’equacio´ (3.6), amb el nou para`metre t′ = ρt.
Les rectes, l, que passen per punts x i que a me´s a me´s so´n normals a v(x), la trajecto`ria
de x, s’anomenen camins normals (figura 3.2). Considerant les coordenades de Plu¨cker d’una
d’aquestes rectes, p(l) = [l0,1, l0,2, l0,3, l1,2, l1,3, l2,3], i prenent, com abans, r = (l0,1, l0,2, l0,3)
i r = (l2,3,−l1,3, l1,2), vectors de R3; dits vectors es poden interpretar segons el que s’-
ha mencionat al cap´ıtol 3: si es considera la immersio´ af´ı A3 ⊂ P3 que envia (x, y, z) a
(1, x, y, z) = (x0, x1, x2, x3) i la recta l esta` generada per dos punts afins, a = (1, a1, a2, a3) i
b = (1, b1, b2, b3), llavors r = (b1 − a1, b2 − a2, b3 − a3) e´s un vector director de l i r = (x× r)
per qualsevol punt x de la recta l. Aleshores la condicio´ que l sigui normal a v en x, v = v(x),
es tradueix com:
0 = v · r, (3.9)
i, treballant una mica a R3:
0 = v · r = c · r + (c× x) · r = c · r + c · (x× r).
Finalment, per ser x un punt de l, es te´ que (x× r) = r, i per tant s’arriba a que:
0 = c · r + c · r. (3.10)
Reordenant adequadament els termes, s’obte´ l’expressio´ de la forma:∑
0≤i<j≤3
Ai,jli,j = 0, (3.11)
que no e´s me´s que la condicio´ de que p(l) sigui de l’hiperpla` de P5 amb coeficients Ai,j (tro-
bats directament a partir de c i c) i, per tant, sigui d’un complex lineal. Aixo` vol dir que els
camins normals d’un moviment helico¨ıdal, es corresponen amb un hiperpla` de P5 intersecat
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amb G. I el rec´ıproc tambe´ e´s cert, els punts d’un hiperpla` de P5 intersecat amb G, so´n
els punts de G que compleixen una equacio´ com (3.11), i prenent c = (A2,3,−A1,3, A1,2)
i c = (A0,1, A0,2, A0,3), llavors es tindra` que els punts de G, que so´n rectes de P3, que
compleixin l’equacio´ de l’hiperpla`, compliran que c · r + c · r = 0 i seran els camins nor-
mals de rectes d’un moviment helico¨ıdal d’eix A, que te´ com a coordenades de Plu¨cker
[a0,1, a0,2, a0,3, a1,2, a1,3, a2,3] calculades a partir de (3.8), com:
a0,1 = A2,3
a0,2 = −A1,3
a0,3 = A1,2
a1,2 = A0,3 − pA1,2
a1,3 = −(A0,2 + pA1,3)
a2,3 = A0,1 − pA2,3.
Quan el moviment sigui una rotacio´ pura sense translacio´, sera` el cas d’un complex lineal
especial. Relacionant-ho amb la demostracio´ del teorema 3.3.4, de la seccio´ anterior, es
considera la correlacio´ indu¨ıda per G i de matriu MG, gG, que envia un punt, q a l’hiperpla`
generat per tots els seus conjugats respecte G, i que te´ per coeficients MG · q; i, per ser
G no degenerada, aixo` do´na lloc a una bijeccio´ entre punts de P5 i hiperplans de P5. En
particular, l’hiperpla` de coeficients Ai,j , que es poden posar com a components d’un vector
de P5, A, sera` l’hiperpla` polar respecte G d’algun punt, q de P5. Les components d’aquest
punt q compliran, per tant, que A = MG · q i, si q = (q1, q2, q3, q4, q5, q6) e´s un representant
de q, es tindra`:
A0,1 =
1
2q6
A0,2 =
−1
2 q5
A0,3 =
1
2q4
A1,2 =
1
2q3
A1,3 =
−1
2 q2
A2,3 =
1
2q1,
i aleshores la ratio entre rotacio´ i translacio´ del moviment helicoidal associat al complex lineat
de q sera`,
p =
A2,3A0,1−A1,3A0,2+A1,2A0,3
A22,3+A
2
1,3+A
2
1,2
= q1q6−q2q5+q3q4
q21+q
2
2+q
2
3
,
i l’eix, que te´ com a representant de les seves coordenades de Plu¨cker a
(a0,1, a0,2, a0,3, a1,2, a1,3, a2,3), es calculara` a partir de l’expressio´ anterior com:
a0,1 =
1
2q1
a0,2 =
1
2q2
a0,3 =
1
2q3
a1,2 =
1
2(q4 − pq3)
a1,3 =
1
2(q5 + pq2)
a2,3 =
1
2(q6 − pq1).
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Observacio´ 3.4.2. En aquesta interpretacio´ que es fa, u´nicament s’esta` parlant de les solucions
de l’equacio´ (3.10) i, per ser lineal, les solucions no es veuen afectades pel mu´ltiple de c i
c que es prengui, e´s a dir, que les solucions de l’equacio´ (3.10) sempre seran les mateixes,
independentment del representant de l’eix A que es prengui.
Figura 3.2: Pla dels camins normals en x al moviment helico¨ıdal d’eix A (rectes que passen
per x i so´n perpendiculars a v(x)).
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3.5 Seccions de la Grassmanniana
Les configuracions singulars dels manipuladors admeten una classificacio´ geome`trica que
depe`n, en primera insta`ncia de la dimensio´ de les subvarietats que generen les rectes as-
sociades als actuadors que s’intersequen amb la Grassmanniana (rang) i de com es faci dita
interseccio´ (tange`ncia) i, en segon lloc, de quina e´s la posicio´ relativa de les rectes que generen
aquestes subvarietats. A la figura 3.3, que es veu a continuacio´, s’observa una subvarietat de
rang 2 (B) i dues de rang 3 (C i D).
Figura 3.3: Les diferents varietats que estan completament incloses dins de la Grassmanniana
i les seves antiimatges per l’immersio´ de Plu¨cker. On (B) e´s una recta de P5 completament
inclosa a G, i (C) i (D) son plans completament continguts pero` de diferents tipus.
Aquesta classificacio´ es mostra a continuacio´, s’han inclo´s els detalls que es consideren
necessaris per a la comprensio´ i per al posterior u´s que se’n fara` i, tot i que s’introdueixen
des d’un punt de vista deductiu, aquestes deduccions no estan del tot completes. Les eines
necessa`ries per a completar aquestes deduccions es donen a l’annex A.
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3.5.1 Rang 1: El punt
Les subvarietats de dimensio´ 0 amb interseccio´ no nul·la amb G so´n els punts reals de G a P5.
Aquests, per definicio´, estan en corresponde`ncia amb les rectes reals de P3. Per tant, si dos
o me´s actuadors es troben sobre la mateixa recta, el manipulador estara` en una configuracio´
singular de rang 1.
3.5.2 Rang 2: Seccions amb rectes
Les rectes de P5 que intersequen G seran les subvarietats de dimensio´ 1 que interessa trobar.
Aquesta recta pot estar inclosa en G, o no: en el primer cas donara` lloc a configuracions
singulars de rang 2; i en el segon cas no, ja que per ser G una qua`drica (grau 2) les rectes no
contigudes en ella la tallen en dos punts com a molt. Les configuracions singulars pro`piament
de rang 2 seran aquelles en les que tres o me´s brac¸os del manipulador siguin coplanaris i, com
a rectes de P3, tinguin un punt en comu´, e´s a dir, quan tres o me´s brac¸os d’un manipulador
pertanyin al mateix feix de rectes; com es mostra a la figura 3.4. (Es tracta directament del
cas de la proposicio´ A.0.1 de l’annex A).
Figura 3.4: Tres actuadors coplana`ris i coincidents en un punt, es correspon amb una confi-
guracio´ singular de rang 2.
3.5.3 Rang 3: Seccions planes
Les configuracions singulars de rang 3 so´n aquelles en les que es veuen involucrats, com a
mı´nim, quatre actuadors. Analitzant-ho des de P3, donades les coordenades de Plu¨cker de
tres rectes independents de P3, F1, F2 i F3, es busca el conjunt de punts T ∈ G de manera
que T = k1F1 + k2F2 + k3F3. Definint V com V = HF1 ∩ HF2 ∩ HF3 , amb HFi l’hiperpla`
polar de Fi respecte G, Es diferenciaran diferents casos, segons si V ∩G e´s degenerada o no,
que depe`n de la posicio´ relativa de les rectes.
Tipus 3 A: Tres rectes que es creuen dos a dos
Si F1, F2, i F3 es creuen dos a dos, V ∩ G e´s no degenerada. Es correspon amb el cas en
que` el pla amb el que es fa la interseccio´ no esta` totalment contingut a G, de manera que la
varietat resultant sera` el regulus. Per aquest cas, quan les rectes associades a tres actuadors
es creuen dos a dos i la recta d’un quart actuador te´ un punt en comu´ amb cadascuna d’elles
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s’assoleix una configuracio´ singular (figura 3.5). (Es tracta de la proposicio´ A.0.3 de l’annex
A)
Figura 3.5: Quatre actuadors intersecant a tres mateixes rectes simulta`niament, es correspon
amb una configuracio´ singular de rang 3 tipus 3A (regulus).
Els casos que ve´nen a continuacio´ es corresponen amb la situacio´ en que V ∩ G e´s dege-
nerada.
Tipus 3 B: Dos feixos de rectes
En cas en que` dues de les rectes, F1 i F2 es tallin en p la subvarietat degenera en una de
diferent. La interseccio´ amb G seran dues rectes de P5. Siguin el pla, P1 generat per les rectes
que s’intersequen, i el pla, P2 generat per la recta que queda, F3, i el punt, p. Si els plans so´n
diferents, llavors s’intersequen en una recta l que passa per p i interseca F3 en un punt q. I
la subvarietat sera` el feix de rectes que passa per p a P1 i el feix de rectes que passa per q a
P2. E´s a dir que la interseccio´ a P5 seran les rectes generades per (p(F1), p(F2)) i la imatge
per l’aplicacio´ de Plu¨cker de dues rectes diferents de P2 que passin per q. La configuracio´
singular s’assolira`, doncs, quan la recta d’algun dels actuadors restants pertanyi a algun dels
dos feixos descrits.
Observacio´ 3.5.1. Aquest cas e´s el cas me´s degenerat, ja que, com es pot veure, la interseccio´
no e´s pro`piament un pla, sino´ dues rectes de G.
Tipus 3 C: Tres rectes coplana`ries
Si les tres rectes so´n coplana`ries pero` no estan en el mateix feix, el conjunt dels punts T sera`
un pla contingut a G i la subvarietat esdevindra` el conjunt de totes les rectes contingudes en
aquest pla. La singularitat es donara` quan una quarta recta d’un actuador sigui coplana`ria a
tres que es troben en aquest pla. (Es tracta del cas (1) de la proposicio´ A.0.2 de l’annex A).
Tipus 3 D: Totes les rectes per un punt
Finalment, si les tres rectes s’intersequen al mateix punt i no so´n coplana`ries l’antimatge dels
T sera` el conjunt de totes les rectes que passen pel punt. Per tant, quan quatre rectes de
quatre actuadors s’intersequin en un punt, es perdra` la rigidesa (figura 3.6). (Es tracta del
cas (2) de la proposicio´ A.0.2 de l’annex A).
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Figura 3.6: Quatre actuadors coincidents en un mateix punt, es correspon amb una configu-
racio´ singular de rang 3, tipus 3D (regulus degenerat).
3.5.4 Rang 4: Seccions amb subvarietats 3-dimensionals
Es busquen ara conjunts generats per 4 rectes linealment independents en termes de vectors
de Plu¨cker. E´s a dir, el conjunt T4 : F = k1F1 +k2F2 +k3F3 +k4F4. El desenvolupament que
fa McCarthy a [8] arriba a una equacio´ quadra`tica a coeficients reals i, en base la naturalesa
de les seves arrels, discuteix aquests casos:
• Tipus 4A (dues arrels imagina`ries): El conjunt generat per quatre rectes que es creuen
dos a dos.
• Tipus 4B (dues arrels reals i diferents): Totes les rectes concurrents a dues rectes
creuades.
• Tipus 4C (arrel doble): Una famı´lia uniparame`trica de feixos de rectes que tenen una
recta en comu´ amb una varietat.
• Tipus 4D (es tracta del cas 4B degenerat): Totes les rectes en un pla o be´, totes les
rectes de P3 que passen per un punt.
3.5.5 Rang 5: Complexos lineals
Com s’ha vist, les subvarietats de dimensio´ 5 reben el nom de complexos lineals i so´n l’an-
timatge dels hiperplans H de P5 per l’aplicacio´ de Plu¨cker. Hi haura` dos casos, segons si
l’hiperpla` H de P5 e´s tangent a G, o no.
Complex lineal no especial
E´s el cas general en que l’hiperpla` H no e´s tangentG i el complex lineal s’anomena no-especial.
La configuracio´ esta` generada per cinc rectes linealment independents (que es creuen) que
no es recolzen en cap recta. A partir del teorema 3.3.4 s’obte´ una caracteritzacio´ geome`trica
del complex lineal general: totes les rectes que hi pertanyen so´n autopolars respecte el null-
system, g associat al complex. E´s a dir que, a trave´s de qualsevol punt de l’espai, x, existeix
un i nome´s un feix de rectes planes (contingudes en el pla g(x)) tal que totes les rectes que
pertanyen al feix, pertanyen tambe´ al complex. En altres paraules, totes les rectes d’un
complex lineal que so´n coplana`ries s’intersequen en un punt, x. I relacionant-ho amb la
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interpretacio´ de la seccio´ 3.4, associat al complex lineal hi ha un eix A i una rao´, ρ, que
determinen un moviment helico¨ıdal de l’espai E3 ⊂ P3 del manipulador. Aleshores les rectes
pertanyents al feix que s’ha mencionat anteriorment, so´n les rectes dels camins normals a la
trajecto`ria de x pel moviment helico¨ıdal associat al complex.
Complex lineal especial
E´s el cas en que` H e´s tangent a G: els coeficients de l’hiperpla` so´n de la forma MG · p(l),
amb p(l), les coordenades de Plu¨cker d’una recta de P3, l. De fet, H e´s l’hiperpla` tangent a
G en p(l). I llavors es buscara` l’antimatge per l’aplicacio´ de Plu¨cker de tots els punts de G
conjugats a un punt p(l), donat. E´s a dir, es prenen tots els punts a, de G tals que p(l) i a so´n
conjugats. Per ser a de G, passa que a = p(r) i, per la proposicio´ 3.3.1, que siguin conjugats
e´s equivalent a que r i l es tallin i aix´ı s’estan prenent totes les rectes, r que intersequen a
l. Segons la interpretacio´ de la seccio´ 3.4 es correspondria amb un moviment helico¨ıdal de
rotacio´ pura, on els camins normals so´n els plans que contenen l’eix de rotacio´. Quan les
sis rectes corresponents als sis actuadors tallin a una mateixa recta, s’assolira` la configuracio´
singular de rang 5 (figura 3.7).
Figura 3.7: Sis rectes tallant a una recta, corresponent a una configuracio´ de rang 5 (complex
lineal especial).
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Cap´ıtol 4
Proposta de solucio´
Ara que s’ha vist quin e´s el lloc geome`tric dels actuadors que do´na lloc a les diferents con-
figuracions singulars, te´ sentit estudiar com de prop o de lluny s’esta` d’una configuracio´
singular. Es desenvoluparan dues mesures vectorials que so´n propostes de solucio´ al proble-
ma de l’esta`tica, e´s a dir dos candidats a mesures de proximitat.
4.1 Angle amb el pla singular
En aquesta seccio´ i la segu¨ent, la seccio´ 4.2, s’introduiran dues mesures noves de proximitat
a una configuracio´ singular. Com es demostra, compleixen la condicio´ indispensable, que e´s
que les configuracions singulars queden caracteritzades per donar mesura 0. Aquestes dues
mesures, a difere`ncia d’altres ı´ndexos, tenen l’avantatge d’estar definides en l’espai ambient
E3 del manipulador, on hi ha una nocio´ clara de me`trica i, per tant, de proximitat.
Definicio´ 4.1.1. Donat un manipulador en una configuracio´ fixada amb sis actuadors,
A1, ...,A6, el pla singular de l’actuador Ai, e´s el lloc geome`tric dels anclatges de mo`bils
de l’actuador Ai que fan que la recta de Ai, li, sigui del complex lineal generat per les rectes
associades a la resta d’actuadors, Ci.
Aquest pla es pot construir a partir de les eines que es donen a la demostracio´ del teorema
3.3.4. Es prenen els cinc actuadors restants, de rectes lk, 1 ≤ k ≤ 6, k 6= i, i es pren un
representant de les seves coordenades de Plu¨cker p(lk). A continuacio´ es troba el punt qi, que
e´s conjugat amb tots els p(lk); si el manipulador no es troba en una configuracio´ singular de
rang menor estricte que 5, el punt qi existeix i e´s u´nic. El producte MG · qi, essent MG la
matriu associada a la Grassmanniana, do´na els coeficients de l’hiperpla` de P5 que conte´ els
punts p(lk). La seccio´ d’aquest hiperpla` do´na el complex lineal, Ci, i quan la recta del i-e`ssim
actuador, li, hi pertanyi, el manipulador es trobara` en una configuracio´ singular (de rang 5).
Amb la bijeccio´ que es do´na al teorema 3.3.4, es troba la matriu del null-system, gi associat a
aquest complex lineal, Nqi . Finalment, sigui ai, l’anclatge fix de l’actuador Ai. Com que les
rectes pertanyents al complex lineal so´n les que so´n autopolars respecte gi, la condicio´ per a
que` una recta que passa per ai sigui autopolar, sera` que un altre punt de la recta, b compleixi
que b ·Nqi · aTi = 0 i aquesta e´s l’equacio´ d’un pla que, per ser gi un null-system, passa per
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ai i es correspon amb el lloc geome`tric dels anclatges mo`bils de l’actuador Ai que fan que
el manipulador es trobi en una configuracio´ singular. En el cas particular que q siguin les
coordenades de Plu¨cker d’una recta, e´s a dir, que el complex lineal generat pels altres cinc
actuadors sigui especial, el pla singular e´s el pla que conte´ l’anclatge fix i la recta sobre la
que e´s construeix el complex (la recta, r, tal que totes les rectes del complex intersequen a
r). Sempre es prendra` l’angle entre 0 rad i pi rad.
Proposicio´ 4.1.2. Siguin A1, ...,A6 els actuadors d’una plataforma de Stewart-Gough i sigui
ai l’anclatge fix d’Ai. Aleshores, el pla singular de l’actuador Ai e´s el mateix que el pla
generat pel conjunt de camins normals per ai al moviment helico¨ıdal associat al complex
lineal determinat per les rectes associades a la resta d’actuadors, Ci.
Demostracio´. Pel cas no especial, sigui, Ai, l’actuador i-e`ssim, amb ai el seu anclatge fix.
Per la construccio´ de l’angle que s’ha fet, un punt b e´s del pla singular de Ai si i nome´s si la
recta lb, generada per ai i b, e´s del complex lineal Ci, generat per les rectes associades a la
resta d’actuadors. Per a que una recta pertanyi al conjunt de camins normals en ai, cal que
passi per ai i que sigui normal a la velocitat de ai segons el moviment helico¨ıdal associat a
Ci. Ara be´, la recta lb passa per ai i, que lb sigui del complex vol dir que compleix l’equacio´
del complex que, per l’equacio´ (3.10) equival a que la recta lb sigui normal a la velocitat en
ai. Rec´ıprocament, si una recta pertany al conjunt de camins normals de ai pel moviment
helico¨ıdal associat a Ci, vol dir que passa per ai i que compleix la condicio´ de normalitat
respecte la velocitat de ai, que com s’ha vist a l’equacio´ (3.10) e´s el mateix que complir
l’equacio´ del complex. Pel teorema 3.3.4, les rectes d’un complex lineal so´n aquelles que so´n
autopolars respecte el null-system associat, i per tant un altre punt de la recta, b, compleix
que b ·Nq · aTi = 0, amb Nq, la matriu del null-system associat a Ci. Finalment, aixo` vol
dir que la recta, generada per ai i b, pertany al pla singular de Ai. Pel cas especial, el pla
singular d’un actuador Ai e´s el pla que conte´ l’anclatge fix de Ai, ai i la recta r sobre la
que es construeix el complex (l’eix del moviment helico¨ıdal). Aquest pla i el pla de camins
normals a la velocitat del punt ai so´n el mateix.
Definicio´ 4.1.3. Per a un manipulador en una configuracio´ donada, K, l’angle amb el pla
singular de l’actuador Ai, αi(K), e´s l’angle que forma la recta associada a l’actuador Ai, li,
amb el pla singular de l’actuador Ai. Te´ unitats de graus (o) o radiants (rads). La sixtupla
resultant de posar els sis valors de l’angle ordenats, es denotara` com α(K).
Cal veure que aquest angle esta` ben definit i que te´ sentit calcular-lo.
Proposicio´ 4.1.4. L’angle amb el pla singular esta` ben definit.
Demostracio´. Sigui li la recta associada a Ai, ai el punt de l’anclatge fix i Πi el pla singular
de l’actuador Ai. Per veure que esta` ben definit nome´s cal comprovar que li i Πi es tallen. De
fet, es demostrara` que tots dos contenen a ai. Clarament, ai pertany a la recta li. Per veure
que a pertany al Πi, nome´s cal fixar-se en com s’ha calculat aquest. El pla Πi e´s la imatge per
un null-system, gi, del punt ai. En particular passa que, per ser null-system ai ∈ gi(ai) = Πi
i per tant ai ∈ Πi. Finalment ai ∈ Πi ∩ li i Πi ∩ li 6= ∅, que e´s el que es volia.
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Com es pot observar, l’angle amb el pla singular e´s el mateix que apareix en l’equacio´
(5.2) de l’apartat 5.2.2 i que interve´ en la formulacio´ del moment, ja que, si a e´s el punt de
l’anclatge fix, per la interpretacio´ que es fa a l’apartat 3.4, el null-system que es pren, envia
a al pla singular en a. I com que el pla singular e´s el pla de camins normals, llavors tots dos
angles so´n el mateix.
Teorema 4.1.5. Un actuador, Ai tindra` angle zero amb el pla singular de Ai si i nome`s si
pertany al complex lineal generat pels altres cinc actuadors.
Demostracio´. Es pren, li, la recta associada a Ai, ai e´s l’anclatge fix de Ai i b, el mo`bil. Sigui
Ci el complex lineal generat pels altres 5 actuadors, i Πi, el pla singular de l’actuador Ai. Que
l’angle sigui zero vol dir que li e´s de Πi. Pel cas no especial, aquesta condicio´, equival a que
li sigui autopolar respecte el null-system determinat a partir de Ci, segons la demostracio´ del
teorema 3.3.4. I, finalment, a la mateixa proposicio´ es veu que aquesta condicio´ e´s equivalent
a que la recta, li pertanyi al complex lineal, Ci. Pel cas especial, si la recta forma angle zero
amb el pla singular, vol dir que pertany al pla singular, que e´s un pla que conte´ la recta, r,
sobre la que es construeix el complex lineal, per tant la recta r i li seran coplana`ries, que a
P3 es tallen, que e´s la condicio´ per a que li pertanyi al complex.
Les caracter´ıstiques de l’angle so´n:
1. αi(K) ≥ 0.
2. αi(K) = 0 per algun i si i nome´s si el manipulador esta` en una configuracio´ singular.
3. α(K) e´s invariant davant de transformacions euclidianes.
4. αi(K) te´ una interpretacio´ geome`trica a l’espai ambient E3 del manipulador.
5. αi(K) e´s computable en temps real.
6. El valor de αi(K) depe`n de la posicio´ de l’anclatge (sobre la mateixa recta de l’actuador)
i-e`ssim de la plataforma fixa.
7. α(K) e´s invariant davant de semblances.
8. α(K) do´na informacio´ local sobre cadascuna de les potes.
El punt 1 es compleix per com esta` definit, s’esta` prenent sempre el valor absolut de
l’angle i per tant sera` un valor positiu.
El segu¨ent apartat tambe´ s’ha vist anteriorment, les configuracions singulars queden iden-
tificades per ser aquelles que donen valor 0 en la mesura per algun angle (per tots aquells
actuadors que estiguin dins del complex lineal generat pels altres cinc).
El punt 3 i 7, es compleix; qualsevol transformacio´ euclidiana que es faci sobre el mani-
pulador no afectara` als resultats obtinguts en les mesures ja que, aquestes, nome´s depenen
de la posicio´ relativa dels actuadors, i no de quina posicio´ ocupin aquests a l’espai. Aixo` es
demostra a l’observacio´ 3.1.1, que e´ a on es veu que les coordenades de Plu¨cker es compor-
ten be´ amb els canvis de refere`ncia projectius, e´s a dir, que el complex lineal definit per la
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imatge de cinc rectes per una projectivitat qualsevol de P3 e´s la imatge del complex lineal
per una projectivitat de P5, i en particular per a una semblanc¸a o un moviment euclidi. De
manera que l’angle entre la recta i el pla singular es conservaran sota semblances i moviments
euclidians perque so´n projectivitats que conserven els angles.
El punt 4, clarament els valors que s’obtenen so´n interpretables, ja que es tracta de l’angle
que formen una recta i un pla.
El punt 5 ja s’ha vist anteriorment com es calcula i es pot veure que aquest ca`lcul es fa
en un temps finit i petit, ja que es redueix a calcular coordenades de Plu¨cker, resoldre un
sistema lineal i fer productes matricials.
El punt 6 es pot explicar mitjanc¸ant la interpretacio´ que es do´na a l’apartat 3.4. Si es
varia el punt corresponent a l’anclatge fix sobre la mateixa recta, el pla de camins normals
no te´ per que` ser el mateix; de fet, si el complex e´s no-especial i la recta no e´s paral·lela a
l’eix del moviment de rotacio´ associat al complex lineal determinat per la resta d’actuadors,
el vector velocitat canviara` d’orientacio´, el pla de camins normals, que e´s el pla singular, sera`
diferent i l’angle variara`. Quan la recta sigui paral·lela a l’eix, els plans de camins normals
dels diferents punts de la recta seran paral·lels entre ells, i llavors s´ı que conservara` l’angle.
Pel cas d’un complex lineal especial, com es veu a la seccio´ 3.5.5, si la recta de l’eix i la recta
de l’actuador Ai so´n coplana`ries, l’angle sera` zero en qualsevol punt; si les rectes es creuen, el
pla canviara` d’orientacio´ i l’angle variara`. Per tant e´s d’esperar que l’angle no es mantingui
constant. S’ha fet una simulacio´ per a comprovar aquesta propietat que esta` a l’annex B.
Finalment, el punt 8 es veu que, en efecte, e´s aix´ı ja que la mesura es defineix sobre
cada actuador i per tant s’obtindra` un ı´ndex vectorial de sis components, cadascuna amb la
informacio´ referent a cada pota.
4.2 Dista`ncia d’una recta a la seva polar
Es considera una plataforma d’Stewart-Gough amb A1, ...,A6 els seus actuadors. Pel teorema
3.3.4, la recta associada a l’actuador Ai, li, sera`, pel cas no especial, del complex lineal generat
per les rectes associades a la resta d’actuadors, Ci, quan li sigui auto-polar respecte el null-
system associat al complex lineal Ci. En base a aixo` es considera aquesta u´ltima mesura:
Definicio´ 4.2.1. Si A1, ...,A6 so´n els actuadors d’una plataforma de Stewart-Gough, i li la
recta associada a Ai. Llavors, la recta polar de Ai e´s la recta polar de li relativa al null-system
associat al complex lineal generat per les rectes associades a la resta d’actuadors.
Definicio´ 4.2.2. Donat un manipulador en una configuracio´ K. Siguin A1, ...,A6 els sis
actuadors d’una plataforma de Stewart-Gough. Aleshores, la dista`ncia de Ai a la seva polar,
δi(K), sera` la dista`ncia entre la recta associada a Ai, li, i la recta polar de Ai, l∗i . Te´ unitats
de dista`ncia (m, cm,...) segons les unitats en les que es treballi en els eixos de coordenades del
manipulador. L’´ındex pro`piament sera` la s´ıxtupla resultant de posar en ordre les dista`ncies
de cada actuador, δ(K).
Proposicio´ 4.2.3. Si una recta i la seva polar es tallen, aleshores so´n coincidents.
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Demostracio´. Sigui li la recta associada a l’actuador, Ai, Ci, el complex lineal generat per
les rectes associades a la resta d’actuadors i g el null-system associat a Ci segons el teorema
3.3.4. Sigui p el punt d’interseccio´ entre li i la seva polar, l
∗
i . Aquest punt, p, e´s tal que
p ∈ g(q∗) per algun q∗, de l∗i i q∗ 6= p. Ara be´, g e´s un null-system i compleix reciprocitat, per
tant passa que q∗ ∈ g(p) i aixo` vol dir que les dues rectes li, i l∗i contenen a p, i a q∗ alhora i
llavors han de ser coincidents, li = l
∗
i .
Teorema 4.2.4. Siguin A1, ...,A6 els actuadors d’una plataforma de Stewart-Gough. Ales-
hores, la recta associada a Ai e´s del complex lineal generat per les rectes associades a la resta
d’actuadors i aquest e´s no especial, Ci si i nome`s si la dista`ncia de Ai, a la seva recta polar
e´s zero.
Demostracio´. Sigui li la recta associada a l’actuador Ai, i Ci, el complex lineal generat per
les rectes associades a la resta d’actuadors. Si la recta li te´ dista`ncia zero respecte la seva
polar, l∗i , vol dir que te´ un punt d’interseccio´ amb l
∗
i , p. Per la proposicio´ 4.2.3, les dues rectes
hauran de ser coincidents. Aixo` vol dir que li e´s autopolar i per tant, pel teorema 3.3.4, sera`
del complex, Ci. Pel rec´ıproc, si la recta li e´s del complex, aleshores, li e´s autopolar i llavors
li = l
∗
i , per tant la dista`ncia a la seva polar sera` zero.
Com es pot veure, la dista`ncia a la polar nome´s esta` ben definida quan el complex lineal
e´s no especial. Quan el complex lineal sigui especial, cal tenir en compte que la matriu de
l’aplicacio´, g, que do´na la demostracio´ del teorema (3.3.4) e´s una matriu degenerada, i els
elements del nucli de g so´n els punts de la recta sobre la que es construeix el complex lineal
especial, r. Per altra banda, si l e´s una recta del complex, el ker de l sera` tot el pla Π, que
conte´ l i r, ja que, al ser l del complex, e´s coplana`ria a l (ja que la talla) i per tot a ∈ l,
g(a) = Π. Per altra banda, la polar de les rectes que no so´n del complex, e´s sempre la recta r
sobre la que es construeix el complex, de manera que s’esta` calculant la dista`ncia d’una recta
a r. Aix´ı doncs, e´s possible extendre el resultat del teorema anterior als complexos lineals
especials de la segu¨ent manera:
Teorema 4.2.5. Siguin A1, ...,A6 els actuadors d’una plataforma de Stewart-Gough. Ales-
hores, la recta associada a Ai e´s del complex lineal generat per les rectes associades a la resta
d’actuadors si i nome´s si passa que la dista`ncia de Ai a la seva polar e´s zero, pel cas no
especial, o el ker de la recta de Ai te dimensio´ estrictament me´s gran que 1, pel cas especial.
Demostracio´. Queda demostrat amb tot el que s’ha dit anteriorment. Si el complex e´s especial
s’estara` calculant sempre la dista`ncia d’una recta a la recta sobre la que es construeix el
complex, i la dista`ncia sera` zero nome´s quan aquestes dues siguin coplana`ries (es tallin).
Les caracter´ıstiques de la dista`ncia so´n:
1. δi(K) ≥ 0.
2. δi(K) = 0 si i nome´s si el manipulador esta` en una configuracio´ singular.
3. δi(K) e´s invariant sota transformacions euclidianes.
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4. δi(K) te´ una interpretacio´ geome`trica a l’espai ambient E3 del manipulador.
5. δi(K) e´s computable en temps real.
6. El valor de δi(K) no depe`n de la posicio´ dels anclatges de la plataforma mo`bil.
7. Sota similituds, δ(K) varia en proporcio´ al factor d’escala.
8. δ(K) do´na informacio´ local sobre cadascuna de les potes.
Les demostracions de tots els apartats es fan de manera ana`loga a les de caracter´ıstiques de
l’angle, tret dels punts 4, 6 i 7.
Pel, punt 4, la interpretacio´ no e´s la mateixa que la de l’angle, en aquest cas es tracta
d’una dista`ncia pero` igualment existeix una interpretacio´ f´ısica de qualsevol valor que es
pugui obtenir en la mesura.
El punt 6, com que la recta polar no depe`n de quins punts es triin, la dista`ncia tambe´ sera`
independent a on estiguin aquests punts, sempre i quan es trobin a la recta de l’actuador.
Pels que resten, ana`logament al que es diu als punts 3 i 7 de l’angle, amb la dista`ncia
passa el mateix, u´nicament que per les semblances la dista`ncia quedara` multiplicada per la
constant de dilatacio´, ja que les dista`ncies no es conserven en les semblances.
Finalment, es defineix la proximitat segons α(K) i δ(K).
Definicio´ 4.2.6. Siguin K1 i K2 dues configuracions, no necessa`riament singulars d’un ma-
nipulador, es diu que K1 e´s me´s pro`xima que K2 a una configuracio´ singular segons α o δ
quan min(α(K1)) < min(α(K2)) o min(δ(K1)) < min(δ(K2)). En base a aixo` es defineix la
relacio´ ≤α com: α(K1) ≤α α(K2) si i nome´s si min(α(K1)) < min(α(K2)), i ana`logament per
a ≤δ.
Gra`cies al fet que les dues mesures tinguin una interpretacio´ geome`trica, amb aquesta
definicio´ queda formalitzat, segons cada mesura, el significat de proximitat a una singularitat
que s’havia introdu¨ıt a la definicio´ 2.2.2.
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Cap´ıtol 5
Prea`mbul de les simulacions
Aquest cap´ıtol, te´ com a finalitat donar me´s eines per a valorar i analitzar com de bona e´s la
solucio´ que s’ha plantejat de cara a l’esta`tica. Tot i que aquesta bondat es podria analitzar
en base a les propietats esmentades a la seccio´ anterior, per a complemetar aquest ana`lisi es
realitzaran un conjunt de simulacions, dissenyades espec´ıficament per a aquest estudi, que
contribueixin a avaluar la bondat de les mesures en aquest context.
5.1 Disseny dels experiments
El procediment que se segueix en aquestes simulacions e´s el segu¨ent:
1. Es numeren els actuadors del manipulador; A1, A2, A3, A4, A5 i A6, dels quals es
coneix, en tot moment, la posicio´ dels anclatges (de manera que la configuracio´ de
les cadenes cinema`tiques queda un´ıvocament determinada) i a continuacio´ es descriu
l’arquitectura del manipulador, aix´ı com la trajecto`ria que efectuen els anclatges dels ac-
tuadors. En algunes simulacions, aquesta modificacio´ correspon a un moviment simulat
d’un mateix manipulador, en d’altres, la modificacio´ e´s la deformacio´ de l’arquitectura
i els passos intermitjos corresponen a arquitectures de diferents manipuladors.
2. Es discretitza el moviment i en cada pas de la discretitzacio´ es calcula, per a la configu-
racio´ resultant, el valor de les dues mesures de refere`ncia: el moment i el determinant
de la jacobiana, que s’introdu¨ıran en la seccio´ posterior, i les dues mesures que s’intro-
dueixen en aquest projecte: la dista`ncia a la recta polar i l’angle amb el pla singular.
3. Es realitza el moviment que, partint d’una posicio´ regular, porta el manipulador a la
configuracio´ singular i es guarden el valors de cadascuna de les mesures preses. Final-
ment es representaran gra`ficament els resultats obtinguts.
5.2 Mesures de refere`ncia
En aquesta avaluacio´ preliminar de les solucions plantejades se simulara`, tambe´, el compor-
tament de dues mesures de refere`ncia: el determinant de la matriu jacobiana i el moment
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d’una recta respecte d’un complex. E´s ben sabut, com s’indica entre d’altres a [11], que
el jacobia`, tot i que pot servir de refere`ncia, i de fet e´s amb aquesta finalitat que s’inclou
a les simulacions, no e´s una bona mesura. El moment e´s una eina que es fa servir per a
calcular complexos lineals de regressio´, pero` no s’ha utilitzat mai per a mesurar proximitat a
les singularitats.
5.2.1 Determinant de la matriu jacobiana
Com s’ha vist, la caracteritzacio´ d’una singularitat depe`n de les relacions de depende`ncia
lineal de les coordenades de Plu¨cker com a vectors de R6. La matriu, P, e´s la matriu que
te´ com a columnes el representant normalitzat de les coordenades de Plu¨cker de les rectes
associades a cadascun dels actuadors de la plataforma. A me´s a me´s, a la seccio´ 2.2 s’aprecia
aquesta depende`ncia directa del jacobia` per part de molts ı´ndexos.
Un manipulador estara` en una configuracio´ singular si i nome´s si |P| = 0. Partint d’aqu´ı,
es fara` servir el determinant de la matriu jacobiana |J|, que es trobara` calculant |P|, per
avaluar la proximitat a una singularitat. Aquesta mesura, aix´ı com d’altres que en depenen
(´ındex de manipulabilitat, nombre de condicio´...), ha estat analitzada per Merlet en [11]
i conclou que no e´s prou apropiat per a robots paral·lels: els seus valors estan subjectes a
canvis de normes i unitats. Tot i aixo`, en [11] e´s el determinant de la jacobiana el que presenta
el millor comportament de cara a analitzar la precisio´ en exemples pra`ctics, comparat amb
l’´ındex de manipulabilitat i el nombre de condicio´; e´s per aixo` que es prendra` com una mesura
de refere`ncia en aquesta memo`ria, per a contrastar amb la resta de mesures proposades.
5.2.2 Moment d’un actuador respecte d’un complex lineal
E´s una mesura que esta` definida a partir del moment d’una recta respecte un complex [7]
que es fa servir a [12] amb l’objectiu de construir el complex lineal que millor aproxima a un
conjunt de rectes de P3, que s’anomena complex lineal de regressio´.
Definicio´ 5.2.1. El moment d’un actuador, A, de recta l, respecte d’un complex lineal C,
d’equacio´
∑
0≤i<j≤3 ci,jai,j = 0, amb ci,j els coeficients, e´s
m(l, C) = |c · r + c · r|‖c‖ =
1√
c21,2 + c
2
1,3 + c
2
2,3
∣∣∣∣∣∣
∑
0≤i<j≤3
ci,jli,j
∣∣∣∣∣∣ , (5.1)
Amb c i c trobats a partir de (c0,1, c0,2, c0,3, c1,2, c1,3, c2,3) com c = (c2,3,−c1,3, c1,2) i
c = (c0,1, c0,2, c0,3), r i r calculats a partir de l, segons el final de la seccio´ 3.4, ‖r‖ = 1 i li,j
les components del representant normalitzat normalitzat de les coordenades de Plu¨cker de la
recta l. A [12] es do´na la segu¨ent interpretacio´ geome`trica pel moment: siguin C, un complex
lineal associat a un moviment d’eix A i rao´ p; l, una recta i x, un punt de la recta. Sigui r la
dista`ncia de x a l’eix A del complex C amb relacio´ p. Sigui α ∈ [0, pi/2] el menor angle entre
l i una recta de C a trave`s de x, o, en altres paraules, l’angle entre l i el pla en que es troben
les rectes de C que passen per x. Llavors, el moment es pot expressar com:
m(l, C) =
(√
r2 + p2
)
sinα. (5.2)
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Quan la recta l sigui del complex C, el moment m(l, C) valdra` 0. Ja que si l e´s del complex
lineal, C; les coordenades de Plu¨cker de la recta l, (l0,1, l0,2, l0,3, l1,2, l1,3, l2,3), compleixen
l’equacio´ de l’hiperpla`, que e´s el mateix que dir que:∑
0≤i<j≤3 ci,jli,j = 0,
i, aleshores,
m(l, C) = 1√
c21,2+c
2
1,3+c
2
2,3
∑
0≤i<j≤3 ci,jli,j = 0,
i, en efecte, el moment e´s zero.
Observacio´ 5.2.2. E´s important fer notar que, per a que` la definicio´ tingui sentit, cal que
estigui definida sempre sobre el mateix representant de p(l) (en aquest cas el normalitzat) ja
que, si no, el valor del moment quedara` multiplicat per una constant arbitra`ria.
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Cap´ıtol 6
Ana`lisi per a l’esta`tica
Com s’ha en el cap´ıtol anterior, s’abordara` u´nicament l’esta`tica. La finalitat e´s, en base a les
propietats que compleixen les mesures i les simulacions que s’efectuaran, determinar si, en
abse`ncia de moviment, les solucions que s’han proposat permeten valorar el grau de rigidesa
o estabilitat d’un manipulador. En particular estudiar, si dues poses d’un manipulador donat
poden ser comparades per a cone`ixer quina d’elles e´s me´s propera a una singularitat.
6.1 Simulacions
En aquesta seccio´ es descriuran les simulacions que s’han fet i es fara` una avaluacio´ inicial
dels resultats obtinguts en cada simulacio´ per separat. Posteriorment es donara` un ana`lisi
me´s global en base a aquestes avaluacions inicials i a les propietats descrites al cap´ıtol previ.
6.1.1 Aproximacio´ a una singularitat de rang 1
Es fara` una simulacio´ que porti un manipulador cap a una configuracio´ de rang 1. S’ha
considerat una plataforma que te´ els actuadors A1 i A2 amb l’anclatge fix comu´, i s’ha fet
tendir en una trajecto`ria rectil´ınia l’extrem mo`bil de l’actuador A2 cap a l’extrem mo`bil de
l’actuador A1, de manera que en un moment siguin la mateixa recta i e´s en aquest moment
quan s’haura` assolit la singularitat. La resta d’actuadors es mantenen fixos i iguals que en la
configuracio´ inicial no singular.
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Figura 6.1: En ordre d’esquerra a dreta i de dalt a baix: variacio´ de l’angle, dista`ncia a la
polar, moment i determinant de la jacobiana per un manipulador d’una arquitectura concreta
que s’apropa a una singularitat de rang 1.
Com es pot comprovar la formacio´ de la singularitat, que es do´na en el centre de la
trajecto`ria, queda clarament reflectida pel comportament de les mesures. Una cosa que sobta
e´s que els actuadors no involucrats mantenen la resta de mesures constants. Aixo` es deu a
que`, per un actuador dels que no acaben essent coincidents, el complex lineal format pels
altres actuadors e´s tota l’estona el mateix, ja que el feix de rectes d’aproximacio´, e´s a dir el
generat per l’actuador que es mou en la configuracio´ inicial i l’actuador al que s’aproxima,
esta` contingut en aquest complex, i per tant, moure aquest actuador dins d’aquest feix no
fa variar el complex. Cal mencionar que els actuadors que mantenen constant l’angle, per
l’instant que s’assoleix la singularitat, cap de les mesures esta` definida i el programa do´na un
Mesures de proximitat a les singularitats d’un robot amb ı´ndexos de rendiment vectorial. 49
valor arbitrari pel mal condicionament de la matriu associada al sistema que s’ha de resoldre
per trobar el punt que e´s conjugat respecte G de les imatges per l’aplicacio´ de Plu¨cker de les
rectes associades als altres actuadors.
6.1.2 Aproximacio´ a una singularitat de tipus 3D movent un sol actuador
El segon moviment e´s molt semblant a l’anterior pero` canvia la configuracio´ de partida i
singularitat que es forma. S’ha considerat una plataforma que te´ els actuadors A1 i A2 i
A3 de manera que els seus anclatjes mo`bils siguin coincidents en un punt comu´, p i que no
siguin coplanaris. S’ha fet tendir l’extrem mo`bil de l’actuador A4 a aquest punt seguint una
trajecto`ria rectil´ınia. Els actuadors A5 i A6 es mantenen fixats igual que en una posicio´ no
sigular inicial respecte els altres 4. La singularitat s’assoleix quant la quarta recta interseca
el punt p.
Els resultats obtinguts so´n els segu¨ents:
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Figura 6.2: En ordre d’esquerra a dreta i de dalt a baix: variacio´ de l’angle, dista`ncia a
la polar, moment i determinant de la jacobiana per un manipulador que s’apropa a una
singularitat de tipus 3D seguint una trajecto`ria rectil´ınea.
Igual que al cas anterior e´s possible determinar, a partir dels valors que prenen les mesures,
en quin moment de la trajecto`ria es do´na la singularitat i, a me´s a me´s, sembla que e´s possible
veure quins actuadors estan involucrats en la formacio´ de la singularitat.
De nou s’observa que els actuadors no involucrats mantenen les seves mesures constants,
l’explicacio´, que surt d’una de les proposicions incloses als annexos (la proposicio´ A.0.1), e´s
la segu¨ent: es considera l’actuador virtual (auxiliar) A que te´ anclatge mo`bil p i anclatge fix
a4, que e´s l’anclatge fix de A4, i sigui l la seva recta associada. Per la proposicio´ A.0.2, el
pla de P5, generat per p(l1), p(l2) i p(l3) e´s el mateix que el generat per p(l1), p(l2) i p(l).
Aleshores, la proposicio´ A.0.1 diu que la recta de P5 generada per p(l) i p(l4), e´s la mateixa
per tot el moviment de A4. En conclusio´, la varietat lineal 3-dimensional generada per p(l1),
p(l2), p(l3) i p(l4) e´s la mateixa per tot el moviment de A4, i afegint l5, o be´ l6 donara` lloc al
mateix complex lineal al llarg de tot el recorregut.
En aquestes dues simulacions es pot veure com, en efecte, les dues mesures identifiquen
clarament les configuracions singulars, donen valors d’ordres de magnituds molt semblants
en casos de manipuladors de dimensions semblants, que e´s una cosa que cal esperar d’una
bona mesura i a me´s a me´s sembla que poden aportar certa informacio´ sobre la naturalesa
de la singularitat que es forma en base a quins actuadors so´n els que la seva mesura va cap
al valor 0.
6.1.3 Aproximacio´ a una singularitat de tipus 3D
En aquesta tercera simulacio´ es deforma l’arquitectura d’una manipulador que parteix d’una
configuracio´ regular inicial amb els actuadors disposats en una posicio´ arbitra`ria, i el porta
cap a una configuracio´ singular de tipus 3B. Aquesta singularitat es do´na quan les rectes
associades a quatre actuadors, en aquest cas A1 i A2, A3 i A4 tenen un punt d’interseccio´
comu´. Aix´ı doncs, s’ha calculat el baricentre en la configuracio´ inicial dels extrems mo`bils
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dels actuadors citats i s’ha fet tendir cadascu´n a aquest baricentre seguint una trajecto`ria
rect´ıl´ınia. La singularitat s’assoleix en el punt mig d’aquesta trajecto`ria.
Resultats
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Figura 6.3: En ordre d’esquerra a dreta i de dalt a baix: variacio´ de l’angle, la dista`ncia a
la polar, el moment i determinant de la jacobiana per un manipulador que s’apropa a una
singularitat de tipus 3d fent quatre actuadors tendir al seu baricentre.
Ana`lisi
Com es pot observar i com s’ha demostrat, la singularitat queda completament caracteritzada
per donar 0 en totes les mesures. A me´s a me´s, els quatre actuadors involucrats en la formacio´
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de la singularitat so´n els que donen valor zero en el moment en que` aquesta s’assoleix, mentre
que els que no ho estan es mantenen allunyats dels 0 radiants.
6.1.4 Aproximacio´ a una singularitat de Hunt
La singularitat de Hunt e´s una singularitat de Rang 5, de tipus 5B, e´s a dir, les rectes
associades als sis actuadors intersequen una recta donada. Per una plataforma de tipus 6-
3, e´s a dir, amb sis anclatges fixos i tres anclatges mo`bils, de manera que a cada anclatge
mo`bil hi van exactament dos actuadors, la singularitat es do´na quan el pla de la plataforma
mo`bil conte´ a les rectes de dos actuadors [14]. Els resultats obtinguts d’aquesta simulacio´
seran d’utilitat tant per a l’estudi de l’esta`tica com per a la cinema`tica, ja que el moviment
que es realitza e´s un moviment reprodu¨ıble d’un cas de manipulador real. Es tracta d’un
manipulador amb u´nicament 3 anclatges mo`bils diferents, ja que els actuadors coincideixen
de dos en dos en els seus extrems. Els anclatges fixos dels actuadors estan disposats en el
mateix pla, i aleshores la parella d’actuadors A1, A2 tenen els extrems coincidents a p, i el
mateix per A3, A4, a q i A5, A6, a r de manera que la plataforma superior queda determinada
per la posicio´ de p, q i r. El moviment que s’ha dut a terme consisteix en una rotacio´ del punt
q en un rang d’amplitud pi2 al voltant de l’eix pr. La singularitat s’assoleix quan p, q, r i els
anclatges fixos de A3 i A4 es troben al mateix pla, fet que succeeix per a α = pi4 , que s’ha fet
coincidir amb el punt mig de la trajecto`ria. En aquest instant s’haura` assolit la singularitat
de Hunt. Es tractara` d’una configuracio´ singular de rang 5, ja que les rectes associades a tots
els actuadors tindran interseccio´ no buida amb l’eix pr. Aquest e´s un exemple que apareix
en [14].
Figura 6.4: Arquitectura corresponent a la simulacio´ 6.1.4.
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Resultats
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Figura 6.5: En ordre d’esquerra a dreta i de dalt a baix: variacio´ de les mesures de l’angle,
la dista`ncia a la polar, el moment i el determinant de la jacobiana en una simulacio´ d’una
singularitat de Hunt (tipus 5B).
Ana`lisi
En aquest cas, les mesures de tots els actuadors tendeixen a zero, fet que va lligat amb que
sigui una singularitat de rang 5. Una altra cosa a destacar, e´s que els ordres de magnitud
dels valors en les mesures s’han conservat respecte a la simulacio´ anterior.
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6.2 Ana`lisi general
L’objectiu e´s estudiar si aquestes dues mesures permeten comparar dues configuracions en
termes de quina e´s me´s pro`xima a una singularitat. En el fons es tracta d’avaluar com de
bones so´n les propietats que compleixen aquests ı´ndexos, aix´ı com el seu comportament a les
simulacions i, en funcio´ de tot plegat, es dira` si so´n o no so´n ı´ndexos apropiats. Com s’ha
formalitzat en el cap´ıtol 4, es considerara` el mı´nim de l’angle i la dista`ncia com a ı´ndexos
globals de proximitat de cadascuna de les mesures.
Les propietats que s’han donat anteriorment de cadascuna de les mesures so´n atributs
molt importants de cara a tenir en compte en aquest ana`lisi. La majoria so´n caracter´ıstiques
necessa`ries que han de complir per a que es puguin considerar d’utilitat en aquest camp i
que molts pocs ı´ndexos de tots els que s’han introdu¨ıt fins ara compleixen: que identifiquin
un´ıvocament les singularitats, que siguin invariants davant transformacions euclidianes, que
siguin procediments computables en temps real i que siguin invariants davant similituds. En
el cas del jacobia`, per exemple, no hi e´s aquest control sobre com varia el seu valor davant
de similituds.
La interpretacio´ geome`trica mereix una mencio´ especial. En molts ı´ndexos que s’han
analitzat [13], si be´ per a una mesura M , el valor M = 0 te´ una interpretacio´ (el robot
es troba en una configuracio´ singular), el valor M = 0.5 per exemple, no te´ cap significat.
Aquest fet no succeeix en les mesures que s’estan plantejant, perque` es tracta d’un angle i
d’una dista`ncia i e´s, ja nome´s per aquest fet de tenir interpretacio´ geome`trica, que suposen
una contribucio´ bastant important en aquest terreny. De fet, e´s precisament per aixo` que
es tracta d’´ındexos globals, e´s a dir, que permeten comparar diverses posicions d’un sol
manipulador i de diferents manipuladors, cosa crucial per al disseny.
A l’esta`tica les velocitats de treball no es tenen en compte. En base a aquesta disposicio´ i al
que ja s’ha vist que compleixen aquestes mesures, un factor me´s que s’avaluara` per a completar
aquest ana`lisi de bondat d’aquestes mesures e´s veure si es tracta de mesures robustes, e´s a dir,
si resultats semblants en els valors que donen les mesures, tenen interpretacions semblants
en termes de proximitat a les singularitats. Donar una demostracio´ formal d’aquest fet e´s
molt complicat. En el fons consistiria a demostrar que les mesures que es presenten so´n
funcions uniformement cont´ınues en entorns de les configuracions singulars. Pero` aquestes
funcions so´n molt dif´ıcils de definir anal´ıticament perque` so´n aplicacions que surten de l’espai
de configuracions del manipulador, que ja per si sol e´s complicat de formalitzar. Aix´ı doncs,
s’ha d’optar per una demostracio´ no formal i, per tant, experimental, que e´s part del propo`sit
que compleixen les simulacions anteriors.
Per tal d’avaluar la robustesa, es buscara` en els experiments dissenyats si existeixen
entorns de les singularitats tals que per variacions semblants del para`metre de moviment
es donin variacions semblants en les mesures obtingudes. Es pot comprovar que aixo` amb
el jacobia` no passa. Ja d’entrada l’ordre de magnitud dels valors que do´na canvia en cada
simulacio´. Per altra banda, es pot comprovar que en totes les simulacions per l’angle, el rang
de valors que s’obte´ en entorns de poca amplitud del para`metre de la trajecto`ria no nome´s so´n
del mateix ordre de magnitud, sino´ que so´n valors molt semblants, queden sempre confinades
per sota dels 0.1 radiants. En la dista`ncia no queden tan fitats pero` s´ı que me´s o menys
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es mouen dins del mateix ordre de magnitud. Per tant, es pot dir que en els experiments
realitzats les dues mesures presenten aquesta robustesa.
En definitiva, s’ha vist que les mesures tenen, ambdues, bon´ıssimes propietats, entre
les quals es troba que identifiquen clarament les singularitats. A me´s a me´s, a difere`ncia
d’altres ı´ndexos, com ara el jacobia`, l’angle no e´s sensible davant de similituds; la dista`ncia
s´ı, pero` se sap en quina mesura afecta (el factor d’escala). I so´n ı´ndexos que, al no ser
escalars, aporten me´s informacio´ que el jacobia`. Per tant es pot dir que s´ı que suposen una
contribucio´ a l’esta`tica i que poden permetre comparar dues configuracions diferents, tenint
una interpretacio´ geome`trica molt clara a l’espai de configuracions del manipulador, fet que
resol el problema que es plantejava inicialment. A me´s a me´s veient les simulacions es pot
observar tambe´ que reflecteix en els resultats quin tipus de singularitat s’esta` formant i quins
so´n els actuadors involucrats en la formacio´ d’aquesta singularitat, cosa que e´s impensable
d’´ındexos unidimensionals.
La difere`ncia principal entre les dues mesures e´s el fet de que una depengui de en quina
posicio´ de la recta associada a l’actuador es troba l’anclatge fix. Aquesta e´s una propietat
molt interessant, perque` significa que l’angle contindra` informacio´ sobre d’on esta` colocada la
plataforma mo`bil respecte de la fixa, i no u´nicament sobre com estan configurades les rectes
associades als actuadors; cosa que vol dir que l’angle pot explicar difere`ncies en l’estabilitat
de manipuladors en configuracions similars, pero` que difereixen en la dista`ncia entre la pla-
taforma fixa i la mo`bil, essent les de major dista`ncia les me´s inestables. A me´s a me´s l’angle
e´s una mesura que es pot aplicar tant a l’anclatge fix com al mo`bil i per aixo` seria interessant
considerar el vector 12-dimensional que contingui la informacio´ de tots els anclatges.
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Cap´ıtol 7
Disseny de l’estudi posterior
En aquest cap´ıtol s’explica, de manera detallada com s’hauria de procedir per a realitzar
l’ana`lisi, considerant ara les velocitats en les trajecto`ries, per a avaluar com d’apropiades so´n
aquestes mesures per a l’estudi de les singularitats des d’un punt de vista de la cinema`tica. A
me´s a me´s s’inclouen, tambe´ en detall, altres possibles a`mbits d’aplicacio´ d’aquestes mesures.
7.1 Ana`lisi per a la cinema`tica
La manera de procedir per a realitzar l’ana`lisi cinema`tic e´s, en part, ana`loga al me`tode
anterior pero` introdu¨ınt alguns canvis significatius. Les dues mesures que s’han introdu¨ıt
prenen valors que nome´s depenen de les configuracions dels actuadors, aix´ı com, en el cas de
l’angle, de la posicio´ relativa de les plataformes. Ara be´, com s’ha observat a les simulacions, s´ı
que e´s cert que les velocitats es poden veure reflectides en el valor de les derivades nume`riques
d’aquestes mesures respecte dels diferents para`metres de les trajecto`ries, i per tant, aquestes
derivades s’hauran de tenir en compte de cara a l’ana`lisi, juntament amb el valor dels ı´ndexos.
A me´s a me´s, l’eina de refere`ncia ara no sera` el jacobia` tal com s’havia definit anteriorment.
Aquesta versio´ del jacobia` que s’ha estat fent servir fins ara s’anomena jacobia` geome`tric i no
conte´ informacio´ sobre les velocitats. La nova refere`ncia sera` el jacobia` anal´ıtic, que e´s me´s
complicat de definir [4] que el geome`tric i depe`n de com s’hagi parametritzat el moviment,
per aixo` en aquest cas sera` primordial triar una parametritzacio´ adequadada de la orientacio´
que no introdueixi singularitats (e´s a dir, una representacio´ no minimal).
Per altra banda cal que es tract ide simulacions de casos de moviments realitzables, com e´s
cas de la simulacio´ 6.1.4, i no nome´s aixo`, sino´ que e´s imprescindible dur a terme simulacions
amb exemples reals de manipuladors i comprovar que realment la informacio´ de les mesures
i les derivades so´n congruents amb la rigidesa del manipulador. Aix´ı doncs, amb aquest
objectiu cal:
• Fer simulacions de moviments realitzables i experiments amb manipuladors, i avaluar
les mesures i les seves derivades, prenent com a refere`ncia el jacobia` anal´ıtic, en entorns
de configuracions singulars conegudes, analitzant com es reflecteix aquesta proximitat
en els valors que prenen les mesures quan el robot esta` proper a perdre la rigidesa.
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• En cas que els resultats del pas anterior siguin positius, e´s a dir que, aquests dos ı´ndexos
tinguin aplicacio´ en la cinema`tica, buscar si existeix un valor o conjunt de valors llindars
a partir dels quals es pugui assegurar que el manipulador tindra` un comportament propi
d’una configuracio´ singular (pe`rdua de rigidesa).
• Buscar si existeix un valor o conjunts de valors a partir dels quals es pugui assegurar
que el manipulador no es trobara` en un entorn d’una singularitat, i per tant assegurar
que no hi haura` cap pe`rdua de rigidesa (hi haura` regularitat).
Per al primer pas s’han de realitzar, com a mı´nim, tres experiments diferents de movi-
ments amb un manipulador real en entorns de singularitats i, posteriorment, elaborar l’ana`lisi
avaluant si hi ha congrue`ncia entre els valors que donen les mesures i la proximitat a les sin-
gularitats, en termes del comportament del manipulador; a me´s tot aixo` es contrastara` amb
els valors que do´na el jacobia` anal´ıtic i amb el que s’ha obtingut a les simulacions teo`riques
on u´nicament entrava en joc el jacobia` anal´ıtic. Cal que aquests tres experiments reals siguin
amb el mateix manipulador per tal que el canvi de dimensions no afecti als resultats.
Per al segon i tercer pas l’estudi s’enfocara` per a cada manipulador. Es determinara`,
mitjanc¸ant el nombre necessari de simulacions, quins so´n els intervals de pe`rdua de rigidesa,
o quin so´n els intervals de regularitat que donen les mesures que, per haver donat resultats
positius en el primer pas, estan directament relacionats amb la proximitat o llunyania a les
configuracions singulars. Aquest nombre de simulacions pot dependre del camp d’aplicacio´
del manipulador, e´s a dir, no cal estudiar el conjunt de configuracions sencer, nome´s amb
restringir-lo al subconjunt en el que treballara` el manipulador (work-space) e´s suficient. Fi-
nalment cal realitzar un u´ltim estudi analitzant si e´s possible generalitzar el ca`lcul d’aquests
intervals en base a caracter´ıstiques intr´ınseques del manipulador, que en aquest cas es redui-
ria al work-space (que tambe´ inclou les limitacions per disseny dels elements que els formen,
com ara l´ımit d’elongacio´ en els actuadors, etc) i a la posicio´ dels anclatges fixos.
Per acabar, una altra qu¨estio´ a considerar e´s estudiar si aquests dos ı´ndexos vectorials
reflecteixen tambe´ la isotropia.
La isotropia en robots e´s una propietat puntual. Es diu que un manipulador presenta
isotropia quan, en almenys un punt del seu espai de treball, algunes de les seves propietats
esta`tiques o cinema`tiques so´n homoge`nies respecte totes les direccions. Aquesta isotropia es
pot enmarcar en un context de velocitats, de forces o de moments i e´s una propietat molt
interessant de cara al disseny. Aix´ı doncs, una proposta de treball futur seria aprofundir en
aquesta direccio´.
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Cap´ıtol 8
Avaluacio´ Econo`mica
8.1 Pressupost
El pressupost es desglossa de la segu¨ent manera:
• 415 hores d’enginyer
• 30 hores de programacio´
Els costos horaris so´n:
• Costos d’enginyer: 25,00 euros/hora
• Costos de programador: 20,00 euros/hora
Per tant, el subtotal d’execucio´ es calcula com:
• Cost Enginyer: 10.375,00 euros
• Cost Programador: 600,00 euros
• Subtotal d’execucio´: 10.975,00 euros
Aquests honoraris estan fets sense considerar les despeses generals per consum d’energia
ele`trica, paper, tinta, etc. inherents a la realitzacio´ del projecte, apart del benefici i l’IVA. A
continuacio´ es pot veure com contribueix cada part al ca`lcul del presupost total.
• Subtotal d’execucio´: 10.975,00 euros
• Despeses generals (6%): 658,50 euros
• Benefici (15%): 1.646,25 euros
• Subtotal: 13.306,75 euros
• IVA (21%): 2.794,42 euros
• TOTAL: 16.101,17 euros
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8.2 Justificacio´ econo`mica
Els objectius del projecte s’han assolit: s’esta` oferint una solucio´ al problema que s’ha plan-
tejat. Tots els passos que s’han seguit han sigut estrictament necessaris tant per a poder
formalitzar aquesta proposta de solucio´ i caracteritzar les seves propietats, com per a po-
der avaluar posteriorment el seu comportament, de manera que els costos d’hores de treball
d’enginyer i de programacio´ queden completament justificats. Tant de cara al disseny com al
control, les mesures que es presenten permeten obtenir, a priori, me´s informacio´ de models
hipote`tics; fet que comporta un estalvi de costos de disseny. Ara be´, quantificar aquest estalvi
que s’obte´ e´s molt complicat i de fet, quantificar el benefici directe que s’obte´ de realitzar un
projecte d’investigacio´ e´s en general bastant dif´ıcil. Per altra banda, les dues mesures que es
proposen poden ser explotades en altres direccions diferents a les que s’ha estat treballant,
e´s a dir, tot i que el plantejament inicial e´s resoldre l’esta`tica i realitzar el disseny de l’estudi
per a la cinema`tica, els ı´ndexos poden tenir utilitat en altres camps, i e´s per aixo` que, en
certa manera, s’esta` obtenint me´s que el que estava previst a priori.
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Cap´ıtol 9
Estudi d’impacte ambiental
Donat que es tracta d’un projecte enmarcat en un context purament teo`ric la seva realitzacio´
te´ un impacte ambiental molt me´s petit que el que pot tenir un projecte de caire me´s pra`ctic
com podria ser el cas de projectes que tinguin alguna activitat d’explotacio´ posterior associ-
ada. Realitzar experiments i seguir aprofundint en possibles camps d’aplicacio´ de la solucio´
que es proposa, mantenint sempre les bones pra`ctiques, no es pot considerar un impacte o
efecte ambientals, ja que suposa consums molt semblants als que s’han estat realitzant durant
la redaccio´ de la memo`ria i per tant, es consideren me´s aviat en la part de costos del projecte.
Per altra banda, el consum d’energia ele`ctrica associat a simulacions amb robots reals no
seria ni molt menys un consum gran i no hauria de tractar-se de manera diferent a l’associat
a la redaccio´ de la memo`ria. Cal afegir que al llarg del projecte s’ha treballat seguint bones
pra`ctiques, e´s a dir evitar impresions innecessa`ries i fent servir el format electro`nic sempre
que ha sigut possible. Aix´ı doncs, l’impacte ambiental tant del projecte com dels estudis
posteriors que s’han definit en aquesta memo`ria seran nuls o negligibles.
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Conclusions i recomanacions
L’angle amb el pla singular i la dista`ncia a la recta polar compleixen amb el que s’espera
de les mesures que donin una idea de proximitat a una configuracio´ singular. Els resultats
que s’han donat demostren que identifiquen inequ´ıvocament les configuracions singulars, i en
les simulacions que s’han dut a terme s’aprecia que en un entorn d’aquestes singularitats el
comportament de les mesures e´s robust, cosa que permet fer-les servir com a refere`ncia de
cara a l’esta`tica. A me´s d’exhibir aquest bon comportament aquestes dues solucions tenen
una clara interpretacio´ geome`trica, cosa fonamental i novedosa, i so´n computables en temps
real. No nome´s aixo` sino´ que, a me´s de donar nocions globals de proximitat, tambe´ aporten
informacio´ me´s detallada sobre el que esta` passant a cadascuna de les cadenes cinema`tiques
del manipulador. Aix´ı doncs, partir d’aqu´ı es podrien comparar, en termes de proximitat,
dos camins que portin del mateix estat inicial al mateix estat final i, en particular, de tots els
possibles entre dues configuracions, es podria buscar el camı´ que maximitzi, triant la funcio´
adequada, la dista`ncia a una singularitat; aquesta seria l’aplicacio´ final.
Com s’indica amb me´s detall en el cap´ıtol 7 aquestes solucions, que estan inicialment
plantejades per a resoldre el problema de cone`ixer la proximitat a les singularitats des de
l’esta`tica, poden tenir utilitat de cara a analitzar altres propietats dels manipuladors. Aix´ı
doncs, tot i que el treball futur hauria de prioritzar l’ana`lisis de la cinema`tica que s’ha
dissenyat a la seccio´ mencionada, seria interessant, de cara a l’explotacio´ de la idea que es
presenta, analitzar com pot contribuir en altres a`mbits, entre els quals es troben els robots en
se`rie que, tot i tenir poca prese`ncia en aquest projecte, tambe´ e´s un camp en el que aquestes
mesures poden tenir una forta contribucio´.
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Font: Extreta de [14], seccio´ 2, figura 2(a).
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Annex A
Proposicions
S’inclouen les proposicions demostrades de [3] que s’han mencionat en algun apartat.
Proposicio´ A.0.1. Si l i r so´n dues rectes coplana`ries de P3, llavors la recta formada per p(l)
i p(r) e´s la imatge per p del feix de rectes generat per l i r. Qualsevol recta de P5 contingu-
da a G e´s la imatge per p del feix de rectes generat per dues rectes coplana`ries diferents de P3.
Demostracio´. Sigui Π el pla generat per l i r, i O = l ∩ r. Per la proposicio´ 3.3.1, les rectes l
i r so´n coplana`ries, si i nome´s si, L, la recta de P5 que passa per p(l) i p(r) esta` continguda
a G. Qualsevol punt de L e´s p(t), que so´n les coordenades de Plu¨cker d’una recta de P3, i a
me´s a me´s aquesta recta, t, sera` copla`naria amb l i copla`naria amb r. Sigui ara una recta s
que talla alhora l i r. La seva imatge, p(s), e´s conjugada amb p(r) i p(l) i, per tant, tambe´
e´s conjugada amb p(t). De nou, com abans, s i t seran coplana`ries tambe´ i es tallaran. Si es
tria s que sigui de pi pero` que O 6∈ s, aleshores els punts t ∩ l, t ∩ r, t ∩ s so´n de Π i almenys
dos so´n diferents, i se segueix que t ∈ Π. Si, en canvi, es tria s tal que O ∈ s, pero` s 6∈ Π,
llavors t∩ s ⊂ Π∩ s = O. I llavors ha de passar alhora que O ∈ t i que t ∈ Π i per tant t esta`
al feix de rectes generat per l i r.
Per al rec´ıproc, sigui t una recta de P3, t 6= l, r, de manera que O ∈ t ⊂ Π. Es consideren
tres punts alineats b1, b2, b3 de, respectivament, l, r, i t, tots tres diferents de O; llavors, els
vectors coordenats de b1, b2, b3 so´n linealment dependents. Si els vectors de Plu¨cker de l, r
i t es calculen a partir dels punts O,b1, O,b2 i O,b3, respectivament, aleshores es comprova
que tambe´ so´n linealment dependents. Aixo` demostra que p(l), p(r), p(t) so´n punts alineats.
Ara nome´s queda observar que qualsevol recta de G esta` generada per dos punts p(l), p(r),
amb l i r diferents i coplana`ries, gra`cies a la proposicio´ 3.3.1.
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Proposicio´ A.0.2. Es compleix que:
1. Per qualsevol pla Π de P3, la imatge per la immersio´ de Plu¨cker del conjunt de totes
les rectes de Π e´s un pla de P5 contingut a G.
2. Per qualsevol punt O de P3, la imatge per la immersio´ de Plu¨cker del conjunt de totes
les rectes que passen per O e´s un pla de P5 contingut a G.
3. Els u´nics plans de P5 continguts a G so´n els descrits a (1) i (2).
Demostracio´. Siguin li i = 1, 2, 3 tres rectes no concurrents de pi. Les seves coordenades de
Plu¨cker, p(li) seran punts diferents de G. A me´s a me´s, no estan alineats, ja que, si ho esti-
guessin, generarien una recta continguda a G i per la proposicio´ anterior, serien concurrents,
en contra del que se suposa. Com que les rectes so´n coplana`ries, els punts p(li) so´n coplanaris
i generen un pla Π de P5 contingut a G. Pero` un punt q = p(l) ∈ G e´s de Π si i nome´s si e´s
colinear amb p(l1) i un punt p(l
′) de la recta generada per p(l2) i p(l3) i aixo` passa si i nome´s
si l pertany al feix pla generat per l1 i una recta l
′ del feix pla generat per l2 i l3. La darrera
condicio´ e´s equivalent a l ⊂ pi, per tant Π = p({l|l ⊂ pi}), com es volia.
L’apartat (2) es demostra fent servir un argument similar. Si tres rectes, l1, l2 i l3 passen
per un mateix punt O, es pren el pla generat Π per p(l1), p(l2) i p(l3), que so´n punts no
alineats pel mateix argument d’abans i conjugats dos a dos. Ana`logament a la demostra-
cio´ anterior, un punt p(l) de G sera` de Π si i nome´s si e´s de la recta que passa per p(l1)
i per un punt de la recta generada per l2 i l3. Aixo` vol dir que l e´s del feix de rectes ge-
nerat per l1 i una recta l
′ del feix de rectes generat per l2 i l3. Aquestes tres rectes passen
totes per O i aleshores, l′, tambe´ contindra` a O, com es volia veure, per tant Π = p({l|O ∈ l}).
Per a (3), sigui Π un pla de G i es prenen tres punts que el generin, p(li). Com que cada
dos punts generen una recta continguda a G que no conte´ el tercer punt, qualsevol parella de
rectes li so´n coplana`ries i no pertanyen al feix de rectes generat per les altres dues. Aleshores
nome´s pot passar que o be´ l1, l2 i l3 pertanyen a un pla Π i so´n no concurrents, o be´ passen
totes per un punt O i no so´n coplana`ries. Com ja s’ha vist que la representacio´ de qualsevol
d’aquests dos casos e´s un pla Π′ a P5, que conte´ els punts p(li), llavors aquest pla ha de ser
exactament Π, com es volia veure.
Si dos plans de G so´n del mateix tipus, aleshores la seva interseccio´ sera` un punt. Prenent
antiimatges es veu fa`cilment, ja que si so´n de tipus (1), seran dos plans que s’intersequen en
una recta, la imatge de la qual e´s un punt de G, i si so´n de tipus (2), la interseccio´ del conjunt
de rectes que passa per O amb el conjunt de rectes que passa per O′ e´s la recta OO′, que te´
per imatge un punt de G. Finalment, si so´n de diferent tipus, la seva interseccio´ sera`, o be´ el
feix pla de rectes que passa per un punt O si el punt e´s del pla, i per tant, una recta de G, o
be´ seran disjunts en cas que O no hi pertanyi, ja que no hi haura` cap recta a la interseccio´.
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Proposicio´ A.0.3. Les imatges per l’aplicacio´ de Plu¨cker de les rectes que tallen tres rectes
donades que es creuen dos a dos, de P3 so´n els punts d’una seccio´ plana no degenerada de
G. Qualsevol seccio´ no degenerada de G e´s d’aquesta forma.
Demostracio´. Sigui S el conjunt de totes les rectes que tallen alhora l1, l2 i l3. El conjunt S
conte´ un nombre infinit de rectes diferents, que es creuen dos a dos. Una recta r talla l1, l2 i
l3 si i nome`s si p(r) e´s el conjugat de p(l1), p(l2) i p(l3). Aixo` passa si i nome`s si p(r) pertany
a la interseccio´ dels hiperplans relatius a G, e´s a dir, p(S) = G∩ V amb V la interseccio´ dels
hiperplans polars,
on V = Hp(l1) ∩Hp(l2) ∩Hp(l3).
Es veura` que V e´s un pla, i que G ∩ V e´s una co`nica no degenerada. Com que els punts
p(l1), p(l2) i p(l3) so´n diferents, no poden estar alineats ja que aleshores, tota la recta estaria
continguda a G, pero` ja s’ha vist com so´n totes les rectes contingudes a G i no so´n d’aquesta
forma. Per tant p(l1), p(l2) i p(l3) so´n independents, i per tant, com que G e´s no degenerada,
tambe´ ho so´n els seus hiperplans polars; i llavors V e´s un pla. Com que S conte´ un nombre
infinit de rectes que es creuen dos a dos, G ∩ V conte´ infinits punts i cap recta. Per tant,
dos punts diferents de G ∩ V , generen una recta no continguda a G i per tant G ∩ V e´s no
degenerada. I e´s el que es volia veure.
Pel rec´ıproc, se suposa que V e´s un pla i G ∩ V e´s una co`nica no degenerada amb punts.
Siguin p(s1), p(s2) i p(s3) tres punts diferents i no alineats de G ∩ V . Com que la co´nica
G ∩ V e´s no degenerada, la recta generada per qualsevol parella dels punts anteriors, genera
una recta no continguda a G i per tant s1, s2 i s3 es creuen dos a dos. Siguin ara l1, l2 i l3,
tres rectes diferents que tallen totes, simulta`niament, a s1, s2 i s3. Aquestes rectes tambe´
es creuen dos a dos, ja que si no les rectes s1, s2 i s3 serien coplana`ries. Per la part ja
demostrada, les representacions de les rectes que tallen l1, l2 i l3 so´n punts d’una seccio´ plana
no degenerada G ∩ V ′ de G. Com que cada si talla simulta`niament a totes les li, aleshores,
p(s1),p(s2),p(s3) ∈ V ′. Aix´ı doncs, V ′ = V , i G ∩ V ′ = G ∩ V , com es volia.
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Annex B
Simulacio´ complementa`ria
Es realitzara` una simulacio´ per una posicio´ fixa variant l’anglatge fix d’un dels actuadors per
veure la variacio´ de l’angle. El que es fara` sera`, associant a l’actuador A1 la recta y = z = 0,
variar la coordenada x de l’anclatge fix, mantenint la resta d’actuadors i anclatges sense
moure. S’ha evitat el cas patolo`gic en que l’anclatge fix i el mo`bil coincideixin. El resultat
de la simulacio´ es mostra a continuacio´.
Com es pot veure a continuacio´, el valor de l’angle no e´s invariant per a diferents posicions
de l’anclatge fix, encara que estigui sobre la mateixa recta.
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Figura B.1: Variacio´ de l’angle per a la mateixa configuracio´ del manipulador variant, sobre
la mateixa recta, la posicio´ de l’anclatge fix corresponent a l’actuador A1.
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Annex C
Programes en Matlab
C.1 Programa de ca`lcul de les coordenades de Plu¨cker
Entrada: vectors de coordenades de dos punt de P3. Sortida: coordenades de Plu¨cker de la
recta generada per aquests dos punts. function [p]=Plucker(a,b)
i=1;
k=1;
j=2;
while i¡=3,
j=i+1;
while j¡=4,
p(k)=a(i)*b(j)-a(j)*b(i);
j=j+1;
k=k+1;
end
i=i+1;
end
C.2 Programa de ca`lcul de les mesures
function [y,J,y1,r,h,d]=alpha(punts)
i=1;
j=1;
S’introdueix una matriu de punts, amb els punts posats en les columnes, de la forma a1 b1
a2 b2... a6 b6. La sortida do´na y1, el vector dels angles de cada actuador; y, el mı´nim dels
angles de y1; J, el valor del determinant de la jacobiana; r, la coordenada de l’angle mı´nim;
h, el vector dels moments de cada actuador i d, el vector amb les dista`ncies a la polar de cada
actuador.
while j¡=11,
Es calculen les coordenades de Plu¨cker dels punts.
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p(:,i)=Plucker(punts(:,j),punts(:,j+1));
Es pren el representant normalitzat de les coordenades de Plu¨cker.
p(:,i)=p(:,i)/sqrt(p(3,i)2+p(5,i)2+p(6,i)2);
j=j+2;
i=i+1;
end
Es calcula el determinant de la jacobiana.
J=det(p);
G(1,6)=1/2; G(6,1)=1/2; G(2,5)=-1/2; G(5,2)=-1/2;
G(3,4)=1/2; G(4,3)=1/2; j=1; r=1; while j¡=6
Es troben els coeficients de les equacions pels conjugats a les coordenades de Plu¨cker.
q(:,j)=transpose(p(:,j))*G;
j=j+1;
end j=1;
i=1;
y=2*pi;
while i¡=6,
Per cada i, es calcula el conjugat a tots els actuadors menys Ai, x
k=1;
if i==1,
k=2;
end
j=1;
while k¡=6,
A(j,:)=q(:,k);
k=k+1;
if k==i,
k=k+1;
end
j=j+1;
end
Inici de la ressolucio´ del sistema d’equacions.
x(1)=1;
b=-A(:,1);
for n=1:5,
M(:,n)=A(:,n+1);
end
if det(M) =0,
s=M;
¯for n=1:5,
x(n+1)=s(n);
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end
end
if det(M)==0,
x(2)=1;
b1=-A(:,2);
M1(:,1)=A(:,1);
for n=2:5,
M1(:,n)=A(:,n+1);
end
s1=M1 b1;
x(1)=s1(1);
for n=2:5,
x(n+1)=s1(n);
end
if det(M1)==0;
x(3)=1;
b2=-A(:,3);
M2(:,1)=A(:,1);
M2(:,2)=A(:,2);
for n=3:5,
M2(:,n)=A(:,n+1);
end
s2=M2 b2;
x(1)=s2(1);
x(2)=s2(2);
for n=3:5,
x(n+1)=s2(n);
end
if det(M2)==0,
x(4)=1;
b3=-A(:,4);
M3(:,1)=A(:,1);
M3(:,2)=A(:,2);
M3(:,3)=A(:,3);
for n=4:5,
M3(:,n)=A(:,n+1);
end
s3=M3 b3;
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x(1)=s3(1);
x(2)=s3(2);
x(3)=s3(3);
for n=4:5,
x(n+1)=s3(n);
end
det(M3)
if det(M3)==0,
x(5)=1;
b4=-A(:,5);
for n=1:4,
M4(:,n)=A(:,n);
end
M4(:,5)=A(:,6);
s4=M4 b4;
for n=1:4,
x(n)=s4(n);
end
x(6)=s4(5);
if det(M4)==0,
x(6)=1;
b5=-A(:,6);
for n=1:5,
M5(:,n)=A(:,n);
end
s5=M5 b5;
for n=1:5,
x(n)=s5(n);
end
end
end
end
end
end
Fi de la ressolucio´ del sistema d’equacions.
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Es calcula la matriu associada al nul-system.
N=[0 x(6) -x(5) x(4);-x(6) 0 x(3) -x(2); x(5) -x(3) 0 x(1); -x(4) x(2) -x(1) 0];
m=(2*i)-1;
coef=N*punts(:,m);
coef1=N*punts(:,m+1);
normal(1)=coef(1);
normal(2)=coef(2);
normal(3)=coef(3);
normal1(1)=coef1(1);
normal1(2)=coef1(2);
normal1(3)=coef1(3);
B(1,:)=normal;
B(2,:)=normal1;
vecim=cross(normal,normal1);
puntvecim=transpose(B [-coef(4);-coef1(4)]);
rectap=(punts(:,m+1)-punts(:,m));
recta(1)=rectap(1);
recta(2)=rectap(2);
recta(3)=rectap(3);
vec=recta;
puntvec(1)=punts(1,m);
puntvec(2)=punts(2,m);
puntvec(3)=punts(3,m);
Matriu=[vecim;vec;puntvecim-puntvec];
Ca`lcul de la dista`ncia(d)
if det(Matriu)==0,
d(i)=norm((puntvecim-puntvec)-(vecim/norm(vecim))*(transpose(puntvecim-puntvec))*vecim/norm(vecim));
else
unitari=(cross(vecim,vec))/norm(cross(vecim,vec));
d(i)=abs(unitari*transpose((puntvecim-puntvec)));
end
Ca`lcul del moment(h)
h(i)=abs(x*G*p(:,i))/norm(x*G);
Ca`lcul de l’angle
y1(i)=(pi/2)-abs(acos((recta*transpose(normal)/(norm(recta)*norm(normal)))));
if abs((180/pi)*acos((recta*transpose(normal)/(norm(recta)*norm(normal)))))¿90,
a=pi-abs(acos((recta*transpose(normal)/(norm(recta)*norm(normal)))));
y1(i)=(pi/2)-a;
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end
if abs(y1(i))¡abs(y),
y=y1(i);
r=i;
end
i=i+1;
end
C.3 Programa de la simulacio´ 6.1.1
Aquesta simulacio´ i totes les que ve´nen a continuacio´ simplement efectuen un moviment dis-
cretitzat, i en cada punt del moviment discretitzat, es calcula el valor de les mesures, de
manera que hi haura` un vector de mesures per a cada mesura i per a cada actuador. x=[0 0
0 0 2 3 5 7 -4 -8 -10 -11;0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1; 0 0 0 0 4 6 8 10 -7 -2 -14 -9;1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1];
y=-1;
i=1;
x(1,2)=x(1,2)+y;
while y¡=1
[r, J, y1, n, s, w] = alpha(x);
a(i)=r;
b(i)=(J);
d(i)=abs(J);
c(i)=abs(r);
e(i)=y;
g(i,:)=y1;
m(i)=n;
k(i,:)=s;
l(i,:)=w;
i=i+1;
x(1,2)=x(1,2)+0.0001;
y=y+0.0001;
end
C.4 Programa de la simulacio´ 6.1.2
x=[1 0 -1 0 1 0 5 0 -4 -8 -10 -11;0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1; 0 0 0 0 1 0 8 0 -7 -2 -14 -9;1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1];
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y=-1;
i=1;
x(1,8)=x(1,8)+y;
while y¡=1,
[r, J, y1, n, s, w] = alpha(x);
a(i)=r;
b(i)=(J);
d(i)=abs(J);
c(i)=abs(r);
e(i)=y;
g(i,:)=y1;
m(i)=n;
k(i,:)=s;
l(i,:)=w;
i=i+1;
x(1,8)=x(1,8)+0.0001;
y=y+0.0001;
end
C.5 Programa de la simulacio´ 6.1.3
x=[1 1 -1 2 1 -1 5 0 -4 -8 -10 -11;0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1; 0 1 0 2 1 0 2.5 3 -3 -2 -1.5 -3.2;1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1];
b1=(1/4)*(x(1,2)+x(1,4)+x(1,6)+x(1,8));
b3=(1/4)*(x(3,2)+x(3,4)+x(3,6)+x(3,8));
z=x;
i=1;
y=-1;
while y¡=1,
[r, J, y1, n, s, w] = alpha(x);
a(i)=r;
b(i)=(J);
d(i)=abs(J);
c(i)=abs(r);
e(i)=y;
g(i,:)=y1;
m(i)=n;
k(i,:)=s;
l(i,:)=w;
i=i+1;
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x(1,2)=y*z(1,2)+b1;
x(1,4)=y*z(1,4)+b1;
x(1,6)=y*z(1,6)+b1;
x(1,8)=y*z(1,8)+b1;
x(3,2)=y*z(3,2)+b1;
x(3,4)=y*z(3,4)+b1;
x(3,6)=y*z(3,6)+b1;
x(3,8)=y*z(3,8)+b1;
y=y+0.0001;
end
C.6 Programa de la simulacio´ 6.1.4
x=[-6 -1 -3 -1 -1 0 1 0 6 1 3 1;0 1 0 1 0 0.5 0 0.5 0 1 0 1;-4 0 5 0 -1 -0.5 -1 -0.5 -3 0 4 0;1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1];
mod=sqrt(2)/2;
alfa=pi;
x(2,6)=1+(mod*sin(alfa));
x(3,6)=mod*cos(alfa);
x(2,8)=x(2,6);
x(3,8)=x(3,6);
i=1;
while alfa¡=6*pi/4,
x(2,6)=1+(mod*sin(alfa));
x(3,6)=mod*cos(alfa);
x(2,8)=x(2,6);
x(3,8)=x(3,6);
[r, J, y1, n, s, w] = alpha(x);
a(i)=r;
b(i)=(J);
d(i)=abs(J);
c(i)=abs(r);
e(i)=alfa;
g(i,:)=y1;
m(i)=n;
k(i,:)=s;
l(i,:)=w;
i=i+1;
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alfa=alfa+0.0001;
end
